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บทคัดยอ 

วิทยานิพนธนี้ไดศึกษาปญหากําแพงศักยอนันตในหนึ่งมิติ โดยอาศัยวิธีอินทิกรัลตาม

เสนทางของฟายนแมน  ไดคํานวณตัวแผกระจายสําหรับกําแพงศักยอนันตโดยวิธีอินทิกรัลตาม

เสนทางแบบลากรางเกียน  ผลเฉลยที่ไดอาศัยวิธีจุดภาพของกระจกเงาซึ่งสมมูลกับการรวม

เสนทางแบบฉบับ ตัวแผกระจายที่ไดอยูในรูปแบบที่กระชับ และจากตัวแผกระจายดังกลาวเรา

สามารถนําไปคํานวณหาสถานะเจาะจงโมเมนตัมและระดับพลังงานที่เปนไปไดของอนุภาคที่อยู

ภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยอนันตในหนึ่งมิติ 



Abstract 

 The infinite potential barrier problem in one dimension was studied using 

Feynman path integral approach. The Lagrangian path integral was used to evaluate the 

propagator of this potential. The image point method equivalent was introduced to 

evaluate the propagator. The propagator of the infinite potential barrier can be 

calculated in a closed form. Moreover, all of momentum eigenstates and possible 

energy levels of a particle under the influence of an infinite potential barrier in one 

dimension were also evaluated.      
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บทที่ 1 
บทนํา 

1.1 ความสําคัญและที่มาของปญหา 
วิชากลศาสตรแบบฉบับหรือกลศาสตรด้ังเดิม (classical mechanics) เปนวิชาที่ศึกษา

ปรากฏการณธรรมชาติของวัตถุหรือระบบวัตถุที่มีขนาดใหญ ปรากฏการณที่เกิดขึ้นมีสาเหตุมา

จากแรงที่กระทําตอวัตถุหรือระบบวัตถุเหลานั้น โดยธรรมชาติแรงที่สําคัญและพบบอยใน

ชีวิตประจําวันคือ แรงโนมถวง แรงแมเหล็ก และแรงยืดหยุนหรือแรงฮารมอนิก เปนตน กลุมของ

แรงเหลานี้จัดเปนแรงอนุรักษ (conservative force) กลาวคืองาน (work) อันเนื่องจากแรงเหลานี้

จะไมข้ึนกับเสนทางของวัตถุ แตจะขึ้นอยูกับตําแหนงเริ่มตนและตําแหนงสุดทายของวัตถุ โดยที่

งานเนื่องจากแรงดังกลาวสอดคลองกับกฎอนุรักษงานและพลังงาน (Law of conservation of 

work and energy) กลาวคือพลังงานรวมของระบบจะคงที่ทุกตําแหนงเมื่อระบบอยูภายใตแรง

อนุรักษ  

วิชากลศาสตรแบบฉบับที่นักวิทยาศาสตรไดคิดคนเพื่อนํามาอธิบายปรากฏการณ

ธรรมชาติไดผลอยางดีเลิศจนกระทั่งถึงปลายศตวรรษที่ 19 มีสาระสําคัญพอสรุปไดดังนี้ ในระบบ

ตางๆ ทางฟสิกส ปริมาณทั้งหลายสามารถแทนไดดวยตัวแปรพลวัต (dynamical variable) ที่มี

นิยามชัดเจน โดยตัวแปรเหลานี้ยังแสดงถึงสถานะ (state) ของระบบขณะใดขณะหนึ่งดวย สวน

สถานะใดๆ สามารถติดตามไดถาเพียงแตทราบสถานะเบื้องตนเทานั้น หลักนี้กลาวในเชิง

คณิตศาสตรหมายความวาตัวแปรพลวัตเหลานี้สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธ (differential 

equation) อันดับที่หนึ่งที่มีตัวแปรเปนเวลา ดังนั้นจุดประสงคของการศึกษากลศาสตรแบบฉบับ

คือความพยายามของนักฟสิกสที่จะแสวงหาตัวแปรพลวัตตางๆ ที่สอดคลองกับสมการการ

เคลื่อนที่ (equation of motion) เพื่อใชทํานายปรากฏการณธรรมชาติ 

นับต้ังแตนิวตัน (Newton) ไดคิดคนวิชากลศาสตร (mechanics) จนกระทั่งถึงปลาย

ศตวรรษที่ 19 ยังไมเคยปรากฏวามีปรากฏการณใดขัดแยงกับหลักสําคัญดังกลาวขางตน แมมี

ปรากฏการณใหมๆ ที่ยุงยากเกิดขึ้นก็สามารถแกปญหาไดโดยการเพิ่มหรือดัดแปลงตัวแปรหรือ

เพิ่มสมการใหม ทําใหกลศาสตรแบบฉบับไดกาวหนาไปอยางไมหยุดยั้งความกาวหนาดังกลาวได

เจริญรุดหนาไปเรื่อยๆ จนถึงป ค.ศ.1900 ก็เร่ิมมีอุปสรรคเกิดขึ้นทั้งนี้เพราะเราไดเขาไปสู

ปรากฏการณธรรมชาติที่มีขนาดเล็กในระดับอะตอมหรือเล็กกวาอะตอม ในระดับนี้หลักตางๆ ที่มี

อยูในกลศาสตรแบบฉบับไมอาจนํามาใชได การอธิบายปรากฏการณเหลานี้ตองอาศัยหลักฟสิกส

แนวใหม การคนพบฟสิกสแนวใหมเกิดขึ้นหลายระยะและมีบุคคลหลายกลุมเกี่ยวของดวย ทวา
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จุดเริ่มตนที่ถือวาเปนการคนพบฟสิกสแนวใหมคือป  ค .ศ .1925 ซึ่งเปนปที่ชเรอดิงเงอร 

(Schrodinger) ไดใหกําเนิดวิชากลศาสตรควอนตัม (quantum mechanics) 

หลักการของชเรอดิงเงอรคือ อนุภาคที่มีขนาดเล็กในระดับอะตอมหรือเล็กกวาจะมี

พฤติกรรมแบบคลื่นสสาร ตําแหนงและโมเมนตัมของอนุภาคนั้นไมอาจทํานายไดแนนอน แตจะ

สอดคลองหลักความไมแนนอนของไฮเซนเบอรก (The Heisenberg Uncertainty Principle) 

ดังนั้นจึงไมกลาวถึงเสนทางเดินของอนุภาคเลย ปริมาณตางๆ ที่สังสรรคอยูกับอนุภาคสามารถหา

ไดจากฟงกชันคลื่น (wave function) ซึ่งสมนัยกับอนุภาคนั้น โดยฟงกชันคลื่นที่กลาวถึงนี้จะตอง

สอดคลองกับสมการชเรอดิงเงอร (Schrodinger wave equation) ที่มีตัวแปรเปนตําแหนงและ

เวลา )t,z,y,x(  ซึ่งเขียนไดดังนี้ 

)t,z,y,x(
t

i)t,z,y,x()t,z,y,x(V
m2

2
2

ψ
∂
∂

=ψ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∇− h

h
                    (1.1) 

เมื่อ 2∇ และ )t,z,y,x(V  เปนตัวดําเนินการลาปลาเซียน และพลังงานศักยของอนุภาค

ตามลําดับ ขอจํากัดของสมการชเรอดิงเงอรก็คือ หากพลังงานศักยของระบบมีรูปแบบเชิง

คณิตศาสตรซับซอนและขึ้นตอเวลาอยางชัดแจงแลว โอกาสที่จะแกสมการหาคําตอบของฟงกชัน

คลื่นนั้นจึงแทบเปนไปไมไดเลย 

ในกรณีพิเศษเมื่อพลังงานศักยของระบบไม ข้ึนตอเวลาอยางชัดแจง  กลาวคือ 

)z,y,x(VV =  สมการชเรอดิงเงอรในสมการ (1.1) จะลดรูปไปสู 

)z,y,x(E)z,y,x()z,y,x(V
m2

2
2

ψ=ψ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∇−

h
                                  (1.2) 

และเรียกสมการ (1.2) นี้วาสมการชเรอดิงเงอรที่ไมข้ึนตอเวลา จากสมการ (1.2) จะเห็น

วาแมตัวแปร t  จะถูกกําจัดออกไปหนึ่งตัวแปรแลว หากพลังงานศักยมีรูปแบบที่ซับซอนก็ใชวาจะ

สามารถแกสมการหาคําตอบฟงกชันคลื่นไดโดยงาย 

ตอมาในป ค.ศ.1948 ฟายนแมน (Feynman) ไดเสนอกลศาสตรควอนตัมแนวใหมคือ 

อินทิกรัลตามเสนทาง (path integrals) โดยฟายนแมนไดนําเสนอตัวแผกระจาย (propagator) 

ของอนุภาคซึ่งอยูในรูปของอินทิกรัลตามเสนทางที่เปนไปไดทั้งหมดของอนุภาค นับต้ังแตนั้นเปน

ตนมากลศาสตรควอนตัมตามแบบฉบับของฟายนแมนไดรับความสนใจจากนักฟสิกสเปนจํานวน

มาก  ทั้งนี้เนื่องจากไดรับการพิสูจนวาอินทิกรัลตามเสนทางดังกลาวมีประโยชนตอวงการฟสิกส
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หลายสาขา อยางไรก็ตามมีขอเท็จจริงที่นาประหลาดใจเปนอยางยิ่งวาอินทิกรัลตามเสนทางของ

ฟายนแมนกลับขาดประสิทธิภาพในการแกปญหาบางปญหา อาทิเชน  ปญหาอิเล็กตรอนในศักย 

คูลอมบ ปญหากําแพงศักยอนันต และปญหาอนุภาคในกลองหรือบอจัตุรัสลึกอนันต สําหรับ

วิทยานิพนธนี้ผูทําการวิจัยสนใจศึกษาปญหากําแพงศักยอนันต โดยจะศึกษาวิธีการใหไดมาของ

ตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระกรณีเคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยสูงอนันต และจากตัว

แผกระจายดังกลาวก็สามารถนําไปหาปริมาณทางฟสิกสอ่ืนๆ ได 

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 
1.2.1  เพื่อศึกษาอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมนของอนุภาคอิสระกรณีเคลื่อนที่

ภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยสูงอนันตและอาศัยวิธีจุดภาพของกระจกเงา 

1.2.2  เพื่อคํานวณหาตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระกรณีเคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของ

กําแพงศักยสูงอนันต 

1.2.3  เพื่อคํานวณหาสถานะเจาะจงโมเมนตัมและระดับพลังงานที่เปนไปไดของอนภุาค

อิสระกรณีเคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยสูงอนันต พรอมทั้งเปรียบเทียบผลที่ไดกับ

สมการชเรอดิงเงอร 

    

1.3 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
1.3.1  ทําใหเขาใจวิธีการอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมน ซึ่งนําไปแกปญหาระบบ

อนุภาคอิสระกรณีเคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยสูงอนันต 

1.3.2  ทําใหทราบรูปแบบเชิงคณิตศาสตรของตัวแผกระจาย สถานะเจาะจงโมเมนตัม

และระดับพลังงานที่เปนไปไดของอนุภาค 

1.3.3  ทําใหทราบแนวทางในการนําแนวคิดวิธีจุดภาพของกระจกเงาไปประยุกตใชกับ

วิธีการอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมนของปญหากําแพงศักยสูงอนันต และอาจขยายไปสู

ระบบที่ซับซอนยิ่งขึ้น 

1.4 ขอบเขตของการวิจัย 
การวิจัยนี้มุงเนนศึกษาระบบอนุภาคอิสระกรณีเคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของกําแพงศักย

สูงอนันต โดยการนําแนวคิดวิธีจุดภาพของกระจกเงาไปประยุกตใชกับวิธีการอินทิกรัลตามเสนทาง

ของฟายนแมน 
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1.5 ระยะเวลาที่ทําการวิจัย 
เดือนมิถนุายน พ.ศ. 2549 ถึง เดือนมนีาคม พ.ศ. 2550  



บทที่ 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

หลังจากฟายนแมนไดเสนอกลศาสตรควอนตัมแนวใหมคือวิธีการอินทิกรัลตามเสนทาง 

โดยคํานวณหาตัวแผกระจายของอนุภาค ซึ่งตัวแผกระจายนี้สามารถใหความรูเกี่ยวกับฟงกชัน

คลื่นและพลังงานพรอมกัน นับต้ังแตนั้นเปนตนมากลศาสตรควอนตัมตามแบบฉบับของฟายน

แมนไดรับความสนใจจากนักฟสิกสเปนจํานวนมาก ทั้งนี้เนื่องจากไดรับการพิสูจนวาอินทิกรัลตาม

เสนทางดังกลาวมีประโยชนตอวงการฟสิกสหลายสาขา แตอยางไรก็ตามมีขอเท็จจริงที่นา

ประหลาดใจเปนอยางยิ่งวาอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมนกลับขาดประสิทธิภาพในการ

แกปญหาบางปญหา อาทิเชน ปญหาอิเล็กตรอนในศักยคูลอมบของอะตอมไฮโดรเจน ปญหา

กําแพงศักยอนันต และปญหาอนุภาคในกลองหรือบอจัตุรัสลึกอนันต เปนตน ซึ่งการแกปญหา

เหลานี้สามารถคํานวณไดโดยงายดวยวิธีการของชเรอดิงเงอร จากปญหาดังกลาวจึงทําใหมี

นักวิจัยทั้งในประเทศและตางประเทศพยายามที่จะใชวิธีการอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมน

ในการแกปญหานี้ 

2.1 ปญหาอิเล็กตรอนในศักยแบบตางๆ 

 โฮ และอิโนะมาตะ (Ho and Inomata. 1982) ประสบความสําเร็จในการสรางรูปแบบ

การอินทิเกรตตามเสนทางของอะตอมไฮโดรเจน โดยสามารถคํานวณฟงกชันกรีน (Green ,s 

function) ของอิเล็กตรอนในรูปแบบที่กระชับได และจากฟงกชันกรีนดังกลาว นิคม ชูศิริ และ 

วิรุฬห สายคณิต (Choosiri and Sayakanit. 1984) สามารถคํานวณระดับพลังงานที่เปนไปไดและ

ฟงกชันคลื่นของอะตอมไฮโดรเจนในสามมิติได 

 นอกจากนี้ไดมีการศึกษาอินทิกรัลตามเสนทางของอนุภาคไฟฟาภายใตแรงฮารมอนิก

และสนามแมเหล็กคงที่ โดยสามารถคํานวณตัวแผกระจายของอนุภาคไฟฟาภายใตแรงฮารมอนิก

และสนามแมเหล็กสม่ําเสมอได (นิคม ชูศิริ. 2540) และยิ่งไปกวานั้นยังประสบความสําเร็จใน

การศึกษาอินทิกรัลตามเสนทางของอิเล็กตรอนภายใตอิทธิพลของแรงฮารมอนิก สนามแมเหล็ก 

สนามไฟฟา และศักยที่ไรระเบียบ (disorder potential) โดยคํานวณความหนาแนนสถานะและ

ระดับพลังงานของอิเล็กตรอนได (นิคม ชูศิริ. 2541) 
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2.2 ปญหากําแพงศักยอนันต 
 กูดแมน (Goodman. 1981) ไดนําเสนอวิธีจุดภาพกระจกเงา (image point method) 

และไดนําไปประยุกตใชกับอินทิกรัลตามเสนทางของปญหากําแพงศักยอนันต โดยสามารถ

คํานวณหาตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยดังกลาวได 

 จากที่กลาวมาจะเห็นไดวาอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมนสามารถนํามาประยุกต

และแกปญหาตางๆ ทางควอนตัมได แมในบางปญหาจะเปนไปไดยากก็ตาม ความแตกตางโดย

ส้ินเชิงระหวางวิธีการของชเรอดิงเงอรและวิธีการของฟายนแมนกลาวคือ วิธีการของชเรอดงิเงอรใช

การแกสมการเชิงอนุพันธคํานวณหาฟงกชันคลื่น ในขณะที่วิธีการของฟายนแมนนั้นใชการ

อินทิกรัลตามเสนทางคํานวณหาตัวแผกระจายออกมา วิธีการทั้งสองมีความยากงายแตกตางกัน

ข้ึนอยูกับรูปแบบของปญหาตัวอยางเชน ระบบของอิเล็กตรอนในอะตอมไฮโดรเจนสามารถ

คํานวณไดโดยงายดวยวิธีการของชเรอดิงเงอร แตในการหาตัวแผกระจายของอิเล็กตรอนดวย

วิธีการของฟายนแมนกลับกลายเปนเรื่องยากจนแทบเปนไปไมได ในทางกลับกันการหาฟงกชัน

คลื่นของอนุภาคอิเล็กตรอนที่อยูภายใตแรงฮารมอนิก สนามแมเหล็ก และสนามไฟฟาที่ข้ึนตอเวลา

โดยใชวิธีการของชเรอดิงเงอร กลับกลายเปนเรื่องยากและไมนาเปนไปได  

2.3 สมการคลื่นของชเรอดิงเงอร 
 ที่มาของสมการคลื่นชเรอดิงเงอร ซึ่งไมใชเปนการพิสูจน โดยพิจารณาใหฟงกชันคลื่นมี

รูปแบบเปน 

   )tkx(iAe)t,x( ω−=ψ                                                       (2.1) 

เมื่อ A  =  แอมปลิจูด (amplitude) ของคลื่น 

 ω  =  ความถี่เชิงมุม (angular frequency) =  πν2  

 k  =  เลขคลื่น (wave number) =  
λ
π2

 

โดย ω  และ k  สัมพันธกับพลังงาน E  และโมเมนตัม p  ของอนุภาคตามลําดับ ดังนี้ 

   ω=ω
π

=πν
π

=ν= h
2

h
2

2

h
hE  

   k
2

2

hh
p h=

λ
π

π
=

λ
=  
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หาอนุพันธของ )t,x(ψ  เทียบกับ x  จะได  

   )t,x(ik
x

)t,x(
ψ=

∂
ψ∂

 

   )t,x(k
x

)t,x( 2
2

2

ψ−=
∂
ψ∂

  

        )t,x()k(
x

)t,x( 2
2

2
2 ψ=

∂
ψ∂

− hh         

   )t,x(p
x

)t,x( 2
2

2
2 ψ=

∂
ψ∂

− h                                             (2.2) 

และหาอนุพันธของ )t,x(ψ  เทียบกับ t  จะได 

    )t,x(i
t

)t,x(
ωψ−=

∂
ψ∂

    

 )t,x(
t

)t,x(
i ωψ=

∂
ψ∂

hh                    

 )t,x(E
t

)t,x(
i ψ=

∂
ψ∂

h                                                    (2.3) 

สําหรับอนุภาคที่มีอัตราเร็วต่ําเทียบกับอัตราเร็วแสงจะไดวา  

พลังงานจลน + พลังงานศักย =  พลังงานทั้งหมด 

   EV
m2

p2

=+                                                                     (2.4) 

คูณทั้งสองขางของสมการ (2.4) ดวย )t,x(ψ   

   )t,x(E)t,x(V)t,x(
m2

p2

ψ=ψ+ψ                                    (2.5) 
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และแทนสมการ (2.2) และสมการ (2.3) ลงในสมการ (2.5) ไดผลดังนี้ 

   )t,x(
t

i)t,x(V)t,x(
xm2 2

22

ψ
∂
∂

=ψ+ψ
∂
∂

− h
h

                (2.6) 

 สมการ (2.6) คือสมการคลื่นชเรอดิงเงอรใน 1 มิติที่ข้ึนกับเวลา (time dependent 

Schrodinger) ในทํานองเดียวกัน กรณี 3 มิติ จะไดสมการคลื่นชเรอดิงเงอรที่ข้ึนกับเวลา คือ 

)t,z,y,x(
t

i)t,z,y,x(V)t,z,y,x(
zyxm2 2

2

2

2

2

22

ψ
∂
∂

=ψ+ψ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

− h
h

       (2.7) 

2.4 สมการคลื่นชเรอดิงเงอรแบบไมขึ้นกับเวลา 
 จากสมการ (2.7) เปนสมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับ )t,x(ψ  ซึ่งเปนฟงกชันของ

ตําแหนงและเวลา เนื่องจากระบบตางๆ ในทางฟสิกสสวนใหญแลวพลังงานศักย V  ของระบบไม

เปนฟงกชันของเวลาอยางชัดเจน ดังนั้นสามารถแกสมการชเรอดิงเงอรไดงายขึ้น โดยใชวิธีการ

แยกตัวแปร โดยแยกฟงกชันคลื่นออกเปนผลคูณของสองฟงกชัน ฟงกชันหนึ่งขึ้นกับตําแหนงเพียง

อยางเดียวและอีกฟงกชันหนึ่งขึ้นอยูกับเวลาอยางเดียว ดังนี้ 

   ( )tT)z,y,x()t,z,y,x( ψ=Ψ                                           (2.8) 

แทนคา )t,z,y,x(Ψ  จากสมการ (2.8) ลงในสมการ (2.7)  

dt

)t(dT
)z,y,x(i)t(T)z,y,x()z,y,x(V)z,y,x()t(T

m2
2

2

ψ=ψ+ψ∇− h
h

         (2.9) 

จากสมการ (2.9) หารตลอดดวย )t(T)z,y,x(ψ  จะได 

dt

)t(dT

)t(T

1
i)z,y,x(V)z,y,x(

)z,y,x(

1

m2
2

2

h
h

=+ψ∇
ψ

−                           (2.10) 

 จะเห็นไดวาทางดานซายมือของสมการ (2.10) เปนฟงกชันของตําแหนงเพียงอยางเดียว 

และทางขวามือเปนฟงกชันของเวลาอยางเดียว แสดงวาแตละขางของสมการ (2.10) ตองเทากับ

คาคงที่เทานั้น นั่นคือ 
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)z,y,x(C)z,y,x()z,y,x(V)z,y,x(
m2

2
2

ψ=ψ+ψ∇−
h

                              (2.11) 

และ    )t(CT
dt

)t(dT
i =h                                                                           (2.12) 

จากสมการ (2.12) หาผลเฉลยของสมการไดดังนี้ 

   dt
iC

dt
i

C

)t(T

)t(dT

hh
−==  

   ∫ ∫−= dt
iC

)t(T

)t(dT

h
 

   
h

l
iCt

)t(nT −=  

  h

iCt

e)t(T
−

=                                                                    (2.13) 

เนื่องจาก h

iCt

e
−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

hh

Ct
sini

Ct
cos  ดังนั้น 

hh

E

h

E2
2

C
=

π
=πν=ω=           (2.14) 

จากสมการ (2.14) จะไดวา C  ก็คือ E  ซึ่งเปนพลังงานรวมของระบบ และเมื่อนําไป

แทนคาลงในสมการ (2.11) และสมการ (2.13) จะได 

)z,y,x(E)z,y,x()z,y,x(V)z,y,x(
m2

2
2

ψ=ψ+ψ∇−
h

                               (2.15) 

และ   h

iEt

e)t(T
−

=                                                                                                 (2.16) 

เมื่อแทนสมการ (2.16) ลงในสมการ (2.8) ไดผล 

   h

iEt

e)z,y,x()t,z,y,x(
−

ψ=Ψ                                          (2.17) 
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2.5 อนุภาคอิสระ (the free particle) 
อนุภาคอิสระเปนอนุภาคที่เคลื่อนที่โดยปราศจากแรงภายนอกหรือภายใตพลงังานศักย

คงทีท่ั้งนี้เพราะวาความสมัพันธระหวางแรงกับพลงังานศักยเปนไปตามสมการ 
x

)t,x(V
)t,x(F

∂
∂

−=  

เพื่อความสะดวกจะเลือกคา 0)t,x(V =  ซึ่งหมายถึงอนุภาคอิสระจะหยุดนิ่งหรือเคลื่อนที่ดวย

โมเมนตมัที่คงที่ โดยมีพลงังานรวม E  เปนคาคงที ่

สําหรับกลศาสตรควอนตัม สามารถหาผลเฉลยของสมการคลื่นชเรอดิงเงอรกรณี 

0)t,x(V =  เนื่องจากพลังงานศักยนี้ไมเปนฟงกชันของเวลา t  ทําใหสามารถใชสมการชเรอดิง

เงอรที่ไมข้ึนกับเวลาได นั่นคือ 

                       )x(E)x(
dx

d

m2 2

22

ψ=ψ−
h

    

                        0)x(
mE2

)x(
dx

d
22

2

=ψ+ψ
h

                                          (2.18) 

เมื่ออนุภาคอิสระมีพลังงานเปน  
m2

k

m2

p
E

222 h
==  และแทนคา E  ลงในสมการ 

(2.18) จะได 

                         0)x(k)x(
dx

d 2
2

2

=ψ+ψ                                                (2.19) 

ผลเฉลยของสมการ (2.19) จะหาไดสําหรับพลังงานใดๆ ที่มากกวาหรือเทากับศูนย 

)0E( ≥  และจะไดผลเฉลยเปน 

                          ikxe)x( ±=ψ    

เมื่อ  ikxe)x( +=ψ  แทนอนุภาคอิสระ โมเมนตัม kp h=  เคลื่อนที่ในทิศ x+  

เมื่อ  ikxe)x( −=ψ  แทนอนุภาคอิสระ โมเมนตัม kp h=  เคลื่อนที่ในทิศ x−  

ดังนั้นฟงกชันคลื่นของอนุภาคอิสระคือ 

                            h

iEt

e)x()t,x(
−

ψ=Ψ  
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และเมื่อพิจารณาความหนาแนนของโอกาสที่จะพบอนุภาค 

                            )t,x()t,x()t,x( 2 ΨΨ=Ψ ∗  

                                            1=  
แสดงวาโอกาสที่จะพบอนุภาคมีคาเทากันทุกแหง ดังนั้นอนุภาคจะอยูตรงไหนก็ไดต้ังแต 

∞−  ถึง ∞+  นั่นคือ ∞=Δx  ซึ่งสอดคลองกับหลักความไมแนนอนของไฮเซนเบอรก 

กลาวคือ 0
x

p =
∞

=
Δ

=Δ
hh

 หมายความวาโมเมนตัมของอนุภาคมีคาแนนอนนั่นเอง 

2.6 ศักยเปนขั้น (The step potential) และกําแพงศักยอนันต (Infinite potential 
barrier)   
 การหาฟงกชันคลื่น )t,x(ψ  สําหรับอนุภาคที่เคลื่อนที่ผานพลังงานศักย ดังแสดงใน

ภาพที่ 1  

 
ภาพที่ 1  แสดงศักยไฟฟาเปนขั้น 

 จากภาพที่ 1   เมื่อ 0x ≥  จะไดพลังงานศักย   0V)x(V =  

                                   เมื่อ 0x<   จะไดพลังงานศักย  0)x(V =  

)x(V  

0V

 

0  x−  

E  

x+  
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 ในทางฟสิกสประมาณไดวาลักษณะระบบของศักยไฟฟาเปนขั้นคลายกับระบบของ

อนุภาคที่ประจุเคลื่อนที่ไปตามแกนของอิเล็กโทรด (electrod) 2 อัน และอิเล็กโทรดทั้งสองมีความ

ตางศักยไฟฟา V  ในกรณีนี้แบงการพิจารณาออกเปน 2 ลักษณะ คือ 
        2.6.1  กรณี 0VE >   

 จากภาพที่ 1 กําหนดใหอนุภาคเคลื่อนที่มาจากทางซายเพียงอยางเดียว เมื่ออนุภาคมี

พลังงาน E  มากกวา 0V  ในฟสิกสแผนเดิมคาดคะเนวาอนุภาคทั้งหมดจะเคลื่อนที่เขาไปในชวง 

0x>  แตจะเคลื่อนที่ดวยความเร็วที่ชาลงกวาเดิม แตในกลศาสตรควอนตัมฟงกชันคลื่น

สอดคลองสมการชเรอดิงเงอร 

   )x(E)x()x(V)x(
dx

d

m2 2

22

ψ=ψ+ψ−
h

                        (2.20) 

2.6.1.1 ในบริเวณ 0V;0x =<   

สมการชเรอดิงเงอร คือ 

  )x(E)x(
dx

d

m2 2

22

ψ=ψ−
h

                                                                          

หรือ   0)x(
mE2

)x(
dx

d
1212

2

=ψ+ψ
h

                                       (2.21) 

กําหนดให  2
2 mE2

k
h

=   ดังนั้นสมการ (2.21) จึงเขียนใหมไดเปน 

                              0)x(k)x(
dx

d
1

2
12

2

=ψ+ψ                                             (2.22) 

ผลเฉลยของสมการ (2.22) คือ 

ikxikx
1 BeAe)x( −+=ψ                                                  (2.23) 

เมื่อ A  และ B  เปนคาคงที่ 

ikxe     แทนอนุภาคที่เคลื่อนที่ในทิศ x+  (คลื่นตกกระทบ) 

 ikxe−   แทนอนุภาคที่เคลื่อนที่ในทิศ x−  (คลื่นสะทอน) 
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2.6.1.2 ในบริเวณ 00 VV;x =>   

สมการชเรอดิงเงอร คือ  

)x(E)x(V)x(
dx

d

m2 22022

22

ψ=ψ+ψ−
h

 

หรือ   0)x(
)VE(m2

)x(
dx

d
22

0
22

2

=ψ
−

+ψ
h

                          (2.24)  

กําหนดให  2
02 )VE(m2

)k(
h

−
=′   ดังนั้นสมการ (2.24) จึงเขียนใหมไดเปน 

   0)x()k()x(
dx

d
2

2
22

2

=ψ′+ψ                                       (2.25) 

ผลเฉลยของสมการ (2.25) คือ  

   xki
2 Ce)x( ′=ψ                                                                (2.26) 

คาคงที่ B,A  และ C  หาไดโดยใชเงื่อนไขฟงกชันคลื่นและอนุพันธของฟงกชันคลื่น

จะตองมีคาตอเนื่องที่รอยตอขอบเขต เงื่อนไขนี้เรียกวา เงื่อนไขขอบเขต (boundary condition) ใน

กรณีนี้จะไดวา 

   )0()0( 21 ψ=ψ                                                              (2.27) 

และ                       
0x

2

0x

1

dx

d

dx

d

==

ψ
=

ψ
                                                    (2.28) 

เนื่องจากกําหนดใหอนุภาคเคลื่อนที่มาจากทางซาย และเมื่อใชเงื่อนไขขอบเขต ที่ 0x =  จาก

สมการ (2.27) และสมการ (2.28) จะได 

   CBA =+                                                             (2.29) 

และ    Ck)BA(k ′=−                                                              (2.30) 

จากสมการ (2.29) และสมการ (2.30) เราหาคา B  และ C  ในเทอมของ A  ไดดังนี้ 
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    A
)kk(

)kk(
B

′+
′−

=                                                               (2.31) 

    A
)kk(

k2
C

′+
=                                                               (2.32) 

 ดังนั้น เมื่อ 0x<  จะได ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′+
′−

+=ψ −ikxikx e
kk

kk
eA)x(    

              และเมื่อ 0x ≥  จะได xkiAe
kk

k2
)x( ′

′+
=ψ  

 กําหนดให v  และ v′  เปนความเร็วของอนุภาคในบริเวณ 0x<  และบริเวณ 0x>  

ตามลําดับ จะได 

   
m

k

m

p
v

h
==                                                                   (2.33) 

และ   
m

k

m

p
v

′
=
′

=′
h

                                                               (2.34) 

 เนื่องจากความเขมของคลื่นที่ตกกระทบคือ 2A  , ความเขมของคลื่นสะทอนคือ 2B  

และความเขมของคลื่นที่ผานเขาไปคือ 2C  จะไดฟลักซ (flux) ของคลื่นตกกระทบเปน 2Av  

และฟลักซของคลื่นสะทอนเปน  2Bv  รวมทั้งฟลักซของคลื่นที่ผานเขาไปเปน  2Cv′  

 เมื่อกําหนดให R  คือ สัมประสิทธิ์การสะทอน (reflection coefficient) และ T  คือ 

สัมประสิทธิ์การสงผาน (transmission coefficient) จะได 

   2

2

Av
Bv

R =                                                                       (2.35) 

และ   2

2

Av
Cv

T
′=                                                                      (2.36) 

จากสมการ (2.31) จะได 
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2

kk

kk
R ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′+
′−

=                                                               (2.37) 

และเมื่อแทนคา v,C  และ v′  จากสมการ (2.32) , (2.33) และสมการ (2.34) ลงในสมการ (2.36) 

จะไดสัมประสิทธิ์การสงผาน ดังนี้ 

   
2

kk

k2

k

k
T ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

′+
′

=  

หรือ   2)kk(

kk4
T

′+
′

=                                                                 (2.38) 

 ในกลศาสตรแผนเดิมสัมประสิทธิ์การสะทอนควรเทากับศูนย และสัมประสิทธิ์การ

สงผาน ควรเทากับหนึ่ง แตตามกลศาสตรควอนตัมไดแสดงใหเห็นวาสัมประสิทธิ์การสะทอนไม

เทากับศูนย และสัมประสิทธิ์การสงผานไมเทากับหนึ่ง แตผลรวมของสัมประสิทธิ์การสะทอนกับ

สัมประสิทธิ์การสงผานมีคาเทากับหนึ่ง 
     2.6.2  กรณี 0VE<  

  จากภาพที่ 1 กําหนดใหอนุภาคเคลื่อนที่มาจากทางซายเพียงอยางเดียว เมื่ออนุภาคมี

พลังงาน E  นอยกวา 0V  ซึ่งฟสิกสแผนเดิมทํานายวา อนุภาคจะผานไปทางขวามือไมได กลาวคือ 

อนุภาคจะสะทอนกลับหมด ซึ่งในกลศาสตรควอนตัมฟงกชันคลื่นที่ไมเปนฟงกชันของเวลา

สอดคลองกับสมการชเรอดิงเงอร 

)x(E)x()x(V)x(
dx

d

m2 2

22

ψ=ψ+ψ−
h

                      (2.39) 

2.6.2.1 ในบริเวณ 0V;0x =<   

แทนคาในสมการ (2.39) จะไดสมการชเรอดิงเงอรคือ 

)x(E)x(
dx

d

m2 2

22

ψ=ψ−
h

                                                                          

หรือ   0)x(
mE2

)x(
dx

d
1212

2

=ψ+ψ
h

                                       (2.40) 
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กําหนดให  2
2 mE2

k
h

=   ดังนั้นสมการ (2.40) จึงเขียนใหมไดเปน 

                              0)x(k)x(
dx

d
1

2
12

2

=ψ+ψ                                            (2.41) 

ผลเฉลยของสมการ (2.41) คือ 

                 ikxikx
1 BeAe)x( −+=ψ                                                  (2.42) 

เมื่อ A  และ B  เปนคาคงที่ 

ikxe     แทนอนุภาคที่เคลื่อนที่ในทิศ x+  (คลื่นตกกระทบ) 

ikxe−   แทนอนุภาคที่เคลื่อนที่ในทิศ x−  (คลื่นสะทอน) 

2.6.2.2  ในบริเวณ 0VV;0x =>   

แทนคาในสมการ (2.39) ไดสมการชเรอดิงเงอรคือ 

)x(E)x(V)x(
dx

d

m2 22022

22

ψ=ψ+ψ−
h

 

หรือ   0)x(
)EV(m2

)x(
dx

d
22

0
22

2

=ψ
−

−ψ
h

                          (2.43) 

กําหนดให  2
02 )EV(m2

h

−
=α   ดังนั้นสมการ (2.43) จึงเขียนใหมไดเปน 

   0)x()x(
dx

d
2

2
22

2

=ψα−ψ                                          (2.44) 

ผลเฉลยของสมการ (2.44) คือ  

   xx
2 DeCe)x( αα− +=ψ  

เนื่องจากเทอม xeα  ทําใหฟงกชันของ )x(2ψ  มีคามาก เมื่อ +∞→x  ซึ่งไมตรงกับ

ความเปนจริง เพราะเมื่อตกกระทบศักย 0V  ที่กีดขวาง โอกาสที่อนุภาคจะผานเขามาตองนอยลง 

จึงตัดเทอม xeα  ได ดังนั้น ผลเฉลยของสมการ (2.44) จึงเปน 
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  x
2 Ce)x( α−=ψ                                                              (2.45) 

ความหนาแนนของโอกาสที่จะพบอนุภาคในชวง 0x>  คือ x222
2 eC)x( α−=ψ  

ถึงแมคานี้จะลดลงอยางรวดเร็วเมื่อ x  มีคามากขึ้น อยางไรก็ตามยังแสดงวามีโอกาสที่จะพบ

อนุภาคในชวงนี้ กลาวคือ มีคลื่นของอนุภาคผานเขาไปยังชวงนี้ได ซึ่งในฟสิกสแผนเดิมจะผานเขา

ไปในชวงนี้ไมได 

โดยใชเงื่อนไขขอบเขตดังที่กลาวมาแลวในหัวขอ 2.6.1.2 หาคาคงที่ B,A  และ C  ได 

ดังนี้ 

  )0()0( 21 ψ=ψ                                                              (2.46) 

และ   
0x

2

0x

1

dx

d

dx

d

==

ψ
=

ψ
                                                    (2.47) 

จากสมการ (2.46) จะได 

   CBA =+                                                                       (2.48) 

และจากสมการ (2.47) จะได 

   C)BA(ik α−=−                                                           (2.49) 

หาคา B  และ C  ในเทอมของ A  จากสมการ (2.48) และสมการ (2.49) ไดดังนี้ 

   A
)ik(

)ik(
B

α−
α+

=                                                               (2.50) 

และ   A
)ik(

ik2
C

α−
=                                                               (2.51) 

ดังนั้น เมื่อ 0x<  จะได ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

α−
α+

+=ψ −ikxikx e
ik

ik
eA)x(   

 และเมื่อ 0x ≥  จะได xAe
ik

ik2
)x( α−

α−
=ψ  
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 เนื่องจากกําหนดใหอนุภาคเคลื่อนที่มาจากทางซายเพียงทางเดียว ดังนั้น A  ในสมการ 

(2.42) แทนคาแอมปลิจูดของคลื่นที่คลองจองกับอนุภาคที่ตกกระทบ สวน B  เปนแอมปลิจูดของ

คลื่นสะทอน ซึ่งมีการสะทอนที่ศักยไมตอเนื่อง คือ ที่จุด 0x =  และ C  เปนแอมปลิจูดของคลื่นที่

ผานเขามาในชวงที่ 2 จากสมการ (2.42) จะไดความเขมของคลื่นของอนุภาคที่ตกกระทบ คือ 
2ikxikx A)Ae)(eA( =−∗  และความเขมของคลื่นสะทอนกลับ คือ 2ikxikx B)Be()eB( =−∗  จาก

สมการ (2.50) จะได 

   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

α−−
α+−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

α−
α+

= ∗A
ik

ik
A

ik

ik
B 2 2A=  

แสดงวาความเขมของคลื่นที่ตกกระทบและคลื่นสะทอนกลับมีคาเทากัน หมายความวา 

เมื่ออนุภาคที่มี 0VE<  มาถึงศักยเปนขั้น อนุภาคจะสะทอนกลับรวมทั้งคลื่นที่ผานเขาไปในชวงที่ 

2 เพียงเล็กนอยดวย 

 ในกรณีที่ศักยเปนขั้นเมื่อ ∞=0V  ยอมสงผลให 2
0 )EV(m2

h

−
=α  มีคาเปน

อนันตดวยเชนกัน ปญหาศักยเปนขั้นจะกลายเปนปญหากําแพงศักยอนันต ดังแสดงในภาพที่ 2 

 

    
ภาพที่ 2  แสดงศักยไฟฟาเปนขั้น เมื่อ ∞=0V  

 โดยพิจารณาภาพที่ 2 และผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร  กรณี  0VE<  เมื่อ 

∞=0V  ดังนั้น    

0  

∞=0V  

x+  x−  
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บริเวณ 0x<  ,        kxsinA)ee(A)x( ikxikx ′=−=ψ −  

หรือ                  
h

px
sinA)x(p ′=ψ                                                         (2.52) 

และบริเวณ 0x>  ,  0)x( =ψ                                                                      (2.53) 

กลาวคือ กรณีกําแพงศักยอนันตอนุภาคไมอาจฝากําแพงศักยเขาไปในบริเวณ 0x>  

ไดเลย 

  

 



บทที่ 3 
อินทิกรัลตามเสนทางและการประยุกต 

3.1 อินทิกรัลตามเสนทางเบื้องตน 
เมื่อพิจารณากลศาสตรควอนตัมซึ่งไดนําเสนอโดยใชแนวความคิดของไฮเซนเบอรกหรือ

แนวความคิดของชเรอดิงเงอร ความคิดทั้งสองแบบนี้แมวาการเริ่มตนจะแตกตางกันมาก แตผล

สุดทายก็ใหผลลัพธเหมือนกัน โดยเฉพาะอยางยิ่งคณิตศาสตรที่ใชในการอธิบายควอนตัมทั้งสอง

รูปแบบนี้สามารถพิสูจนไดวาเทากันทุกประการ ปริมาณตางๆ ในกลศาสตรแบบฉบับถูกแทนดวย

ตัวดําเนินการ (operator) แทนที่จะเปนปริมาณที่มีคาเปนเลขธรรมดา ดังนั้นจึงไมสามารถนําเอา

ความรูจากกลศาสตรแบบฉบับมาใชคํานวณหาปริมาณควอนตัมแบบใหมได เนื่องจากกลศาสตร

แบบฉบับไดรับการพัฒนามาเปนระยะเวลานาน และปริมาณตางๆ มีความหมายที่แนนอน จึงควร

จะนําเอาสิ่งเหลานี้มาใชใหเปนประโยชน ดังนั้นจึงไดมีนักฟสิกสเปนจํานวนไมนอยที่พยายามจะ

คิดคนกลศาสตรควอนตัมแบบใหม โดยอาศัยคณิตศาสตรที่มีความพรอมอยูแลวในกลศาสตรแบบ

ฉบับ วิธีการเชนนี้อาจถือไดวาเปนความพยายามที่จะละทิ้งการใชตัวดําเนินการแลวกลับมาใช

ความคิดที่ใชในกลศาสตรแบบฉบับแทน ผูที่ประสบความสําเร็จในการสรางกลศาสตรควอนตัม

แนวใหมนี้คือ ฟายนแมน ในป ค.ศ.1948 ฟายนแมนสังเกตวา ถาตองการศึกษาพฤติกรรมของ

อิเล็กตรอน อาจจะใชวิธีการของชเรอดิงเงอรเพื่อหาแอมปลิจูดของความนาจะเปน (probability 

amplitude) ของอิเล็กตรอนที่ประพฤติตัวเปนคลื่น แตจากการวิเคราะหปญหาเกี่ยวกับธรรมชาติ

ของการเปนไปไดทั้งคลื่นและอนุภาค แสดงวาแอมปลิจูดของคลื่นของอิเล็กตรอนนั้นอาจคํานวณ

ไดโดยถือวาอิเล็กตรอนเปนอนุภาค และแอมปลิจูดของคลื่นของอิเล็กตรอนที่จุดหนึ่งจุดใดสามารถ

คํานวณไดโดยการรวมเสนทางเดินที่เปนไปไดทั้งหมด วิธีการรวมเสนทางเดินของอนุภาคนี้

สามารถคํานวณไดเชนเดียวกับวิธีการในกลศาสตรแบบฉบับกลาวคือ เมื่อยอมรับวาความคิดของ

เดอบรอยล (De Broglie) เปนจริงการแทนที่อนุภาคโฟตอนดวยอนุภาคอิเล็กตรอนก็จะทําให

สามารถคํานวณหาแอมปลิจูดของความนาจะเปนได นอกจากนี้ยังพบวาแอมปลิจูดของความ

นาจะเปนนี้ที่แทก็คือ ฟงกชันคลื่นนั่นเอง และแอมปลิจูดของความนาจะเปนทั้งหมดของคลื่นที่

สังสรรคอยูกับอนุภาคมีคาเทากับแอมปลิจูดของความนาจะเปนยอยๆ รวมกัน โดยที่แตละแอม

ปลิจูดของความนาจะเปนยอยนั้นตองคลองจองกับทางเดินใดทางเดินหนึ่งของอนุภาค เพื่อความ

สะดวกในการคํานวณจะพิจารณาเฉพาะในกรณีการเคลื่อนที่ที่เปนหนึ่งมิติเทานั้น อยางไรก็ตาม

วิธีการนี้สามารถจะขยายไปสูกรณีสามมิติหรือมิติที่มากกวาไดโดยไมยากนัก 
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  เมื่อพิจารณาอนุภาคตัวหนึ่งเริ่มตนเคลื่อนที่จากจุด a  ที่ตําแหนง ax  ณ เวลา at  ไปยัง

จุดสุดทายที่จุด b  ที่ตําแหนง bx  ณ เวลา bt  ในกลศาสตรแบบฉบับสามารถบอกตําแหนงของ

อนุภาคที่เวลาใดๆ ได ทําใหทราบเสนทางที่แนนอนของอนุภาคซึ่งมีอยูเสนทางเดียว แตในทาง

ควอนตัมนั้นไมสามารถบอกตําแหนงของอนุภาคที่แนนอนได แตจะบอกไดเพียงโอกาสของความ

นาจะเปนเทานั้น  ฟายนแมนพบวาเสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคมีไดหลายเสนทาง

นอกเหนือจากเสนทางแบบฉบับ (classical path) ดังแสดงในภาพที่ 3 

 
ภาพที่ 3  แสดงเสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคจากจุด a  ไปยังจุด b  

 ฟายนแมนพบวาขนาดของแอมปลิจูดของความนาจะเปนที่คลองจองกับแตละทางเดิน

ของอนุภาคนั้นจะมีคาเทากันเสมอ ยกเวนเฟสของคลื่นเทานั้นที่ตางกัน และมีรูปแบบเชิง

คณิตศาสตรดังนี้ 

[ ] [ ]
[ ])t(xS

i

e.const)t(x h=φ                                                           (3.1) 

 เมื่อ [ ])t(xφ  คือแอมปลิจูดของความนาจะเปน และ [ ])t(xS  คือกิริยาหรือแอคชัน 

(action) โดยที่ 

[ ] dt)t,x,x(L)t(xS
b

a

t

t
∫= &                                                                  (3.2) 

t  

bt  

at  

ax  bx  x  0  

a  

b  

possible path 

classical path 
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และ )t,x,x(L &  คือลากรางเกียน (Lagrangian) ของระบบที่กําลังพิจารณา ในกรณีที่อนุภาคมีมวล 

m  และเคลื่อนที่ภายใตศักย )x(V  ซึ่งเปนฟงกชันที่ข้ึนอยูกับโคออรดิเนต x  เพียงอยางเดียว 

)x(Vxm
2

1
)t,x,x(L 2 −= &&                                                             (3.3) 

ฟายนแมนไดใหนยิามแอมปลิจูดของความนาจะเปนที่อนุภาคจะเคลื่อนที่จากจุด a   ณ 

เวลา at  ไปยังจดุ b  ณ เวลา bt ไวดังนี ้

[ ] [ ]
[ ])t(xS

i

bไปaจาก
ทุกเสนทาง

bไปaจาก
ทุกเสนทาง

econst.x(t))a,b(K h∑=∑φ=                  (3.4) 

 และเรียกแอมปลิจูดของความนาจะเปนนี้วา ตัวแผกระจาย เนื่องจากจํานวนเสนทาง

ทั้งหมดระหวางจุด a  กับจุด b  มีจํานวนมหาศาลจนนับไมถวนเปนอนันต ในการรวมแอมปลิจูด

ตามสมการ (3.4) จึงเปนเรื่องยุงยากจนแทบเปนไปไมได อยางไรก็ตามโดยอาศัยวิธีการทาง

คณิตศาสตรที่ชาญฉลาดในแกปญหาดังกลาว ฟายนแมนก็สามารถคํานวณเสนทางทั้งหมดได 

โดยเปลี่ยนการบวกหรือผลบวก (summation ) ในสมการ (3.4) เปนการอินทิเกรตแทนดวยวิธีการ

ดังนี้ 

สมมติวาเสนทางเดินของอนุภาคมีลักษณะดังแสดงในภาพที่ 4 โดยแบงชวงเวลาซึ่งถือ

วาเปนตัวแปรอิสระจาก at  ถึง bt  ออกเปนชวงยอยๆ กวางเทากันเปนจํานวน n ชวงโดยที่          

ε=−=−==−==−=− −−−− 01121ii2n1n1nn tttt...tt...tttt  และกําหนดให  

aabna0 x)t(x,tt,tt ===  และ bb x)t(x =  โดยการแบงเชนนี้ทําใหไดเวลาเปนชุดๆ ซึ่งมี

ระยะหางเทากับ ε  แตละ it  และเลือก ix  คลองจองกับ it  หนึ่งจุด โดยการเชื่อมโยงจุดเหลานั้น

เขาดวยกันดวยเสนตรง ก็จะไดเสนทางของอนุภาคหนึ่งเสนทางดังแสดงในภาพที่ 4 ในการเดนิทาง

ของอนุภาคจากจุด ix  ไปยังจุด 1ix +  และไดแอมปลิจูดของความนาจะเปนมีคาประมาณดังนี้ 

[ ]⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛≈ ++ i1ii1i x,x

i
exp

A

1
)x,x(K

h
                     

                                              ε⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

ε
−

≈ +++

2

tt
,

2

xx
,

xx
L

i
exp

A

1 i1ii1ii1i

h
        (3.5) 
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ภาพที่ 4  แสดงเสนทางเดินของอนุภาคจากจุด ax ไปยังจุด bx โดยแบงออกเปน 

             เสนทางยอยๆ  

แอมปลิจูดของความนาจะเปนในการเดินทางของอนุภาคจากจุด a  ไปยังจุด b  โดยใช

เสนทางดังแสดงในภาพที่ 4  คือ 

[ ] )x,x(K...)x,x(K...)x,x(K)x,x(K)t(x 011ii2n1n1nn −−−−≈φ ∏=
−

=
−

1n

1i
1ii )x,x(K      (3.6)    

จากสมการ (3.5) และสมการ (3.6) จะไดผลรวมของการมีสวนรวม (contribution) ของ

แตละเสนทางสามารถหาไดโดยการอินทิเกรตสมการ (3.6) ดังนี้ 

[ ] =∫∫ ∫∏∑ =φ= −
=

−
→ →ε 1n21

n

1i
1ii

ba 0
dx...dxdx)x,x(K...lim)t(x)a,b(K ∫∫

→ε
...lim

0
 

A

dx

A

dx
...

A

dx
...

A

dx

A

dx
)

2

tt
,

2

xx
,

xx
(L

i
exp 1n2ni21

i

i1ii1ii1i −−+++∫
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∑

++
ε
−

ε
h

                         

(3.7) 

 ขอใหสังเกตวากําหนดให 0→ε  ในสมการ (3.7) โดยตรงนั้นยังไมไดเพราะจะทําให

สมการดังกลาวไมมีขีดจํากัด เพื่อใหไดคาซึ่งเปนที่ยอมรับไดจะตองหาตัวประกอบแบบอยาง 

1it +  

ax  1ix +  ix   

bt  

it  

at  

x  

 
ε 

t  
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(normalizing factor) ( A ) ซึ่งเปนฟงกชันของ ε  ที่จะทําใหสมการ (3.7) มีคาเปนที่ยอมรับไดเมื่อ 

0→ε  นั่นคือ  A  เปนคาคงที่ พบวามีคาเปน 
2

1

m

i2
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ επh

 สมการ (3.7) จึงสามารถเขียนให

อยูในรูปที่กะทัดรัดเพื่อความสะดวกนิยมเขียนสมการ (3.7) ดังนี้ 

[ ]
[ ])t(xDe)a,b(K

b

a

a,bS
i

∫= h                                                           (3.8) 

    [ ] dt)t,x,x(La,bS
b

a

t

t
∫= &                                                                  (3.9)       

 สมการ (3.8) นี้จะรูจักกันดีในนามของอินทิกรัลตามเสนทางหรืออินทิเกรตตามเสนทาง 

(path integration) พิจารณาสมการ (3.7) จะเห็นวาการคํานวณตัวแผกระจายนั้น ความยากงาย

ในการคํานวณขึ้นอยูกับรูปแบบเชิงคณิตศาสตรของลากรางเกียนของระบบ ถาหากทําการอินทิ

เกรตแตละตัวแปรโดยตรงจํานวนครั้งของการอินทิเกรตมากมายมหาศาลจนแทบเปนไปไมได

ในทางปฏิบัติ อยางไรก็ตามสามารถเลี่ยงปญหานี้ไดโดยการแทนเสนทางใดๆ ที่เปนไปไดดวย

เสนทางแบบฉบับ ดังแสดงในภาพที่ 5                

 
ภาพที่ 5  แสดงเสนทางแบบฉบับ )t(x  และสวนที่เบี่ยงเบนไปจากเสนทางแบบฉบับ

 )t(y  

 

x

)t(y)t(x)t(x +=  

)t(x  

a
 

b 

)t(x  

)t(y  

t  
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 ตัวอยางเชน ระบบของตัวแกวงกวัดฮารมอนิกเชงิเสน ซึง่มีลากรางเกยีนดังนี ้

)xx(
2

m
)x,x(L 222 ω−= &&                                                            (3.10) 

 โดยการแทนเสนทางใดๆ ที่เปนไปไดดวยเสนทางแบบฉบับกับสวนที่เบี่ยงเบนไปจาก

เสนทางแบบฉบับ กลาวคือ  

)t(y)t(x)t(x +=                                                                        (3.11) 

 เมื่อ )t(x  และ )t(y  คือเสนทางแบบฉบับและสวนที่เบี่ยงเบนไปจากเสนทางแบบฉบับ 

เมื่อแทนสมการ (3.11) ลงในสมการ (3.8) จะได 

   [ ]
∫ ω−

∫=

bt

at

222

abcl
dt)yy(

2

mi
0

0

)x,x(S
i

e)t(yDe)a,b(K
&

hh    

                                           
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧= )x,x(S

i
exp)t,t(F abclab

h
                                      (3.12)                         

 โดยที่ )t,t(F ab  คือพรีแฟกเตอร (prefactor) ซึ่งเปนปริมาณที่ไมข้ึนอยูกับจุดเริ่มตนและ

จุดปลายของการเคลื่อนที่ของอนุภาค สวน )x,x(S abcl  คือแอคชันแบบฉบับ (classical action) 

สามารถคํานวณไดโดยใชหลักแหงกิริยานอยสุด (the principle of least action) อยางไรก็ตาม 

แวนเว็ลคและเพาลี (van Vleck and Pauli) พบวาในกรณีที่ลากรางเกียนของระบบมีรูปแบบเชิง

คณิตศาสตรเปนกําลังสอง (quadratic) พรีแฟกเตอรของระบบสามารถหาไดโดยใชสูตร 

2

1

abcl
ba

2

ab )x,x(S
xx2

i
)t,t(F ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂
∂

π
=

h
                                   (3.13)              

 โดยอาศัยสมการ (3.12) และสมการ (3.13) จะไดวาในการคํานวณหาตัวแผกระจาย

ของอนุภาคในทางควอนตัมกลับกลายเปนการคํานวณหาเสนทางแบบฉบับแทน 
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3.2 ฟงกชันคลื่นและพลังงานของอนุภาค 
เมื่อทราบตัวแผกระจายของอนุภาคที่เคลื่อนที่จากจุดหนึ่งจุดใดในอวกาศไปยังอีกจุด

หนึ่งในอวกาศ ก็จะทําใหทราบปริมาณทางฟสิกสอ่ืนๆ ของระบบควอนตัมได โดยการติดตาม

เสนทางเดินของอนุภาค และเนื่องจากฟงกชันคลื่นแสดงถึงแอมปลิจูดของความนาจะเปน จึงตอง

พิจารณาสมการ (3.8) ดังนี้ 

[ ]
[ ])t(xDe)a,b(K

b

a

a,bS
i

∫= h                                                         (3.14) 

เนื่องจาก  [ ] dt)t,x,x(La,bS
b

a

t

t
∫= &  และจากคุณสมบัติของการอินทิเกรต จะสามารถ

แบงชวงของการอินทิเกรตออกเปนสองสวนได กลาวคือ  

 [ ] ∫=∫=∫=
b

c

c

a

b

a

dtLdtLdtLa,bS  

[ ] [ ] [ ]a,cSc,bSa,bS +=                                                        (3.15) 

จากสมการ (3.14) และสมการ (3.15) จะได 

[ ] [ ] [ ] [ ] c

b

c

c

a

dx)t(xDa,cS
i

exp)t(xDa,bS
i

exp)a,b(K ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛∫ ∫ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

∞

∞− hh
 

                                        cdx)a,c(K)a,b(K∫=
∞

∞−
                                                         (3.16)                         

 สมการ (3.16) นี้อาจตีความไดวาอนุภาคเคลื่อนที่จากจุด a  ถึงจุด b  จะเทากับ(หรือ

ใหผลเหมือนกับ) อนุภาคเคลื่อนที่จาก a  ถึง c  แลวจาก c  ถึง b  แอมปลิจูดของอนุภาคที่

เคลื่อนที่จาก a  ถึง b  จะเทากับผลคูณของแอมปลิจูดของแตละชวงของการเดินทาง แอมปลิจูด

รวมทั้งหมดของอนุภาคที่เคลื่อนที่จาก a  ถึง b  จึงไดจากการอินทิเกรตตัวแปร cx  กลาวคือ 

)a,c(K)a,b(K)bca(K =→→  

cdx)a,c(K)a,b(K)ba(K ∫=→
∞

∞−
                                                  (3.17)            



 27 

 ในกรณีที่ไมสนใจวาอนุภาคเริ่มตนมาจากตําแหนงใด ( ax อาจมาจากตําแหนงใดๆ ก็ได) 

)a,b(K  ก็จะกลายเปนแอมปลิจูดของความนาจะเปนที่จะพบอนุภาคที่ตําแหนง bx  ณ เวลา bt  

แอมปลิจูดดังกลาวนี้ก็คือฟงกชันคลื่นนั่นเอง กลาวคือ 

)t,x()t,x;t,x(K)a,b(K bb)t,(x กําเนิดไมสนใจตนaabb
aa

ψ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=   
                                                                    

ดังนั้น จากสมการ (3.16) หรือสมการ (3.17)  ถาไมสนใจตําแหนงเริ่มตน )t,x( aa  จะได 

ccccccbbbb dx)t,x()t,t,x;t,x(K)t,x( ψ∫=ψ
∞

∞−
                           (3.18) 

 สรุปไดวา ถาทราบฟงกชันคลื่น ณ เวลา ct  และทราบรูปแบบของตัวแผกระจายแลวจะ

สามารถหาฟงกชันคลื่น ณ เวลา t  ใดๆ ได โดยที่ ctt>  

 พิจารณาระบบยืนยง (stationary system) แฮมิลโทเนียนของระบบไมข้ึนตอเวลาอยาง

ชัดแจง คําตอบหรือผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร 

)t,x(
t

i)t,x(H ψ
∂
∂

=ψ h                                                            (3.19) 

จะอยูในรูป 

∑ ψ=ψ
−

n
n

tE
i

n )x(eC)t,x( n
h                                                     (3.20)  

โดยที ่       dxe)x()t,x(C
tE

i

nn
n

h∫ ψψ=
∞

∞−

∗                                                  (3.21)  

เมื่อแทน  nC   ลงในสมการ (3.20) จะได 

  
tE

i

n
n

tE
i

n
nn e)x(xde)x()t,x()t,x( hh

−′∞

∞−

∗∑ ψ′∫ ′ψ′′ψ=ψ             

              ∫ ∑ ′′′ψ′ψψ=
∞

∞−

′−−∗

n

)tt(E
i

nn xd)t,x(e)x()x( n
h                  (3.22) 

เปรียบเทียบสมการ (3.18) กับสมการ (3.22) จะได 
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)tt(E

i

n
n

n
ne)x()x()t,x,t,x(K

′−−∗ ′ψ∑ψ=′′ h                                   (3.23) 

และตอกรณีที่สเปกตรัมพลังงานของอนุภาคมีคาตอเนื่องสมการ (3.23) จะกลายเปน 

     dke)x()x()t,x,t,x(K
)tt)(k(E

i

kk

′−−∗
∞

∞−
′ψ∫ψ=′′ h                            (3.24) 

โดยที ่ k  เปนเลขคลื่น ซึ่งสมัพันธกับโมเมนตัมตามสมการ kp h=  เมื่อพิจารณาสมการ (3.24) 

จะเหน็วา ตัวแผกระจายสามารถใหความรูเกี่ยวกับฟงกชนัคลื่น และพลังงานพรอมกนั 

3.3 การคํานวณหาตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระ 
 อนุภาคอิสระหมายถึงอนุภาคที่ไมอยูภายใตอิทธิพลของแรงใดๆ พลังงานศักยของ

อนุภาคมีคาเปนศูนย  ดังนั้นพลังงานรวมและลากรางเกียนของระบบจะประกอบดวยพลังงานจลน

เพียงอยางเดียว กลาวคือ 

2xm
2

1
)t,x,x(L && =                                                                         (3.25) 

อาศัยสมการ (3.7) ตัวแผกระจายสามารถเขียนไดดังนี้ 

    
2

n

1n21

n

1i

2
1ii

0 i2

m
dx...dxdx)xx(

2

im
exp...lim)a,b(K ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

επ∫∫ ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∑ −

ε
= −

=
−→ε hh

           (3.26) 

เมื่อพิจารณาสมการ (3.26) จะเห็นวาประกอบไปดวยอินทิกรัลแบบเกาสเซียน 

(Gaussian integral) เปนจํานวนมาก การอินทิเกรตเหลานี้กลาวคือเปนอินทิกรัลในรูปแบบ 

dx)axexp( 2∫ −    หรือ   dx)bxaxexp( 2∫ +−    

เนื่องจากการอินทิเกรตเทอมที่เปนเกาสเซียน ผลลัพธที่ไดกลับมาอยูในรูปเกาสเซียนอีก 

ดังนั้นสามารถอินทิเกรตตัวแปรในสมการ (3.26) ทีละตัว พิจารณาการอินทิเกรตตัวแรกที่มีตัวแปร

เปน 1x  ดังนั้นนิพจนที่ควรพิจารณาคือ 

[ ] 1
2

01
2

12 dx)xx()xx(
i2

m
exp

i2

m
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−

ε
−∫ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

επ

∞

∞− hh
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                                 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

ε
−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

επ
= 2

02

2

1

)xx(
i2

m
exp

2.i2

m

hh
                     (3.27) 

อันดับตอไปคูณสมการ (3.27) ดวยเทอม 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

ε
−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

επ
2

23

2

1

)xx(
i2

m
exp

i2

m

hh
                                       (3.28) 

แลวทําการอินทิเกรตโดยให 2x  เปนตัวแปร ผลที่ไดจะคลายกับสมการ (3.27) ยกเวน

ตําแหนง  2
02 )xx( −  ตองเปลี่ยนเปน 2

03 )xx( −  นอกจากนี้เทอม ε2  จะถูกแทนดวย ε3  ใน

สองตําแหนง ผลที่ไดคือ 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

ε
−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

επ
2

03

2

1

)xx(
3.i2

m
exp

3.i2

m

hh
                                 (3.29) 

โดยวิธีการดังกลาว หลังจากที่ไดปฏิบัติเปนจํานวน 1n−  คร้ัง จะได 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

ε
−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

επ
2

0n

2

1

)xx(
n.i2

m
exp

n.i2

m

hh
                                 (3.30)     

เนื่องจาก  ab0n ttttn −=−=ε   ดังนั้น ในที่สุดจะไดตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระ 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π

= 2
ab

ab

2

1

ab

)xx(
)tt(i2

m
exp

)tt(i2

m
)a,b(K

hh
     (3.31) 

 ในอันดับตอไปจะแสดงใหเห็นวา ตัวแผกระจายไดใหรายละเอียดหลายอยาง เพื่อความ

สะดวก จะเลือกจุดเริ่มตน a  อยูที่ศูนย และเวลาเปนศูนยดวย สวนที่จุดปลาย b  นั้นจะแทนดวย 

t,x  ดังนั้นตัวแผกระจายในสมการ (3.31) จึงเขียนใหมไดเปน 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
π

= 22

1

x
ti2

m
exp

ti2

m
)0,0;t,x(K

hh
                                (3.32) 
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 จากสมการ (3.32) ถากําหนดให t  มีคาคงที่ แอมปลิจูดของคลื่นจะเปลี่ยนแปลงไปตาม

ระยะทาง x  ซึ่งจะเห็นไดวา อนุภาคยิ่งเคลื่อนที่ไกลจากจุดเริ่มตนมากเทาใด การแกวงของแอม

ปลิจูดจะเพิ่มมากขึ้น การแกวงของแอมปลิจูดมีคามากจนระยะระหวางบัพหรือลูกคลื่นเกือบจะ

เทากัน  แสดงวาคลื่นนี้มี ลักษณะคลายคลื่นไซนมากขึ้น  ในกรณีเชนนี้ความยาวคลื่นจะ

เปลี่ยนแปลงอยางชาๆ เมื่อ x  มีคามาก และทําการคํานวณการเปลี่ยนแปลงของความยาวคลื่นได

ดังนี้ 

 เมื่อ x  เพิ่มข้ึนหนึ่ง λ  เฟสของคลื่นจะเปลี่ยนไปเปนจํานวน π2  เขียนเปนสมการได

ดังนี้ 

t2

m

t

mx

t2

mx

t2

)x(m
2

222

hhhh

λ
+

λ
=−

λ+
=π                                   (3.33) 

 เนื่องจาก x  มีคามากหรือ λ>>x  ดังนั้นเทอมที่สองทางดานขวามือของสมการ 

(3.33) จึงอาจตัดทิ้งได ในที่สุดจะได 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
π

≈λ

t

x
m

2 h
                                                                                  (3.34) 

 ในกลศาสตรแบบฉบับอนุภาคที่เคลื่อนที่เปนระยะทาง x  จากจุดเริ่มตนในเวลา t  จะมี

ความเร็วเทากับ 
t

x
 และถาอนุภาคมีมวลเปน m  อนุภาคนี้ก็จะมีโมเมนตัมเทากับ 

t

x
m  เมื่อ

พิจารณาสมการ (3.34) โดยให 
π

=
2

h
h  และแทนคา 

t

x
m  ดวย p  จะได 

p

h
≈λ                                                                                           (3.35) 

 จะเห็นไดวาสมการ (3.35) นี้ก็คือสูตรของเดอบรอยลนั่นเอง แสดงวาตัวแผกระจายมี

คุณสมบัติของคลื่นบรรจุอยูในตัวแลว 

 นอกจากจะศึกษาการเปลี่ยนแปลงของแอมปลิจูดกับระยะทางแลวยังอาจจะศึกษาการ

เปลี่ยนแปลงของแอมปลิจูดกับเวลา โดยกําหนดให x  มีคาคงที่ แลวปลอยใหตัวแผกระจายใน

สมการ (3.32) เปลี่ยนแปลงไปตามเวลา เมื่อสมมติวา t  มีคามาก และแอมปลิจูดของคลื่นที่
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คาคงที่หรือไมเปลี่ยนแปลงไปตามเวลา ถาให T  คือคาบของการแกวง เมื่อ t  เพิ่มข้ึนเปนจํานวน 

T  เฟสของตัวแผกระจายจะเปลี่ยนแปลงไปเทากับ π2  หรือเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
=

+
−=π

t

T
1

T

t2

mx

)Tt(2

mx

t2

mx
2 2

222

hhh
                               (3.36) 

เมื่อ  Tt>>  สมการ (3.36) จะกลายเปน 

T
t2

mx
2 2

2

h
≈π                                                                                (3.37) 

จากคําจํากัดความ 
T

2π
=ω  จะได 

2

t

x

2

m
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛≈ω

h
                                                                              (3.38) 

 และจากกลศาสตรแบบฉบับ  E
t

x
m

2

1 2

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛   คือพลังงานจลน ดังนั้นสมการ (3.38)  

จึงกลายเปน 

ν≈ω≈ hE h                                                                               (3.39) 

 โดยที่  πν=ω 2  จะเห็นไดวาสมการ (3.39) นี้ก็คือสูตรพลังงานของแพลงคนั่นเอง                              

3.4 ฮารมอนิกออสซิลเลเตอรเชิงเสน 
 ฮารมอนิกออสซิลเลเตอรเชิงเสนหรือตัวแกวงกวัดฮารมอนิกหนึ่งมิติ มีลากรางเกียนใน

รูปแบบดังนี้ 

)xx(
2

m
)t,x,x(L 222 ω−= &&                                                          (3.40)                    

ดังนั้นตัวแผกระจายสามารถเขียนไดเปน 
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[ ])t(xDdtx
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m
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2
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exp)a,b(K

b
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b

a

222∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ω−= &

h
                 (3.41) 

เมื่อพิจารณาการอินทิเกรตขางตนโดยตรงเชนเดียวกับกรณีของอนุภาคอิสระในทาง

ทฤษฎีแลวอาจคํานวณคาอินทิกรัลเหลานี้ได เนื่องจากรูปแบบของการอินทิเกรตยังคงเปนแบบ

เกาสเซียน แตในทางปฏิบัติแลวการคํานวณดังกลาวคอนขางยุงยาก จึงขอเสนอวิธีใหมดังไดแสดง

ไวในหัวขอ 3.1 กลาวคือแยกเสนทางเดินแบบฉบับออกจากเสนทางเดินที่เปนไปไดทั้งหมด วิธีการ

นี้จะเปนประโยชนไมเฉพาะแตปญหาของฮารมอนิกออสซิลเลเตอรเทานั้น แตจะมีประโยชนตอ

ปญหาอื่นๆ ที่มีลากรางเกียนยุงยากกวานี้ 

 จากวิชากลศาสตรแบบฉบับเสนทางเดินของอนุภาคจะตองสอดคลองสมการลากราง

(Lagrange equation) หรือสอดคลองหลักแหงกิริยานอยสุดกลาวในเชิงคณิตศาสตรคือ 

∫ =δ=δ 0dt)t,x,x(LS &                                                               (3.42)    

 ข้ันตอนในการคํานวณหาเสนทางแบบฉบับ x  อาจกระทําไดดังนี้ สมมติวาใหเสนทาง

เดินเปลี่ยนไปจากเสนทางเดินแบบฉบับเปนจํานวน xδ  เนื่องจาก 0)t(x)t(x ba =δ=δ   ดังนั้น 

0)x(S)xx(SS =−δ+=δ                                                      (3.43)    

และกระจาย xδ  ออกเปนอนุกรมกําลัง โดยคิดเฉพาะกําลังที่หนึ่งของ xδ  สามารถ

เขียนไดดังนี้ 

∫ δ+δ+=δ+
b

a

t

t

dt)t,xx,xx(L)xx(S &&  

                                              ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂

δ+
∂
∂

δ+=
b

a

t

t

dt
x

L
x

x

L
x)t,x,x(L
&

&&  

                                              ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂

δ+
∂
∂

δ+=
b

a

t

t

dt
x

L
x

x

L
x)x(S
&

&                                 (3.44)    

โดยการอินทิเกรตบางสวนจะได 
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∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂

δ−
∂
∂

δ=δ
b

a

b

a

t

t

t

t

dt
x

L

x

L

dt

d
x

x

L
xS

&&
                               (3.45)             

เนื่องจาก xδ  ที่จุดปลายทั้งสองมีคาเปนศูนย เทอมแรกทางขวาของสมการ (3.45) จึงมีคาเปน

ศูนย ระหวางจุดปลายทั้งสอง xδ  มีคาเทาใดก็ได เงื่อนไข 0S =δ  จึงสอดคลองกับ 

0
x

L

x

L

dt

d
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂
&

                                                                 (3.46) 

เราเรียกสมการ (3.46) วา สมการลากราง 

 สําหรับกรณีของฮารมอนิกออสซิลเลเตอร สมการ (3.46) กลับกลายเปน 

  0xx 2 =ω+&&                                                                               (3.47) 

ผลเฉลยหรือคําตอบทั่วไปของสมการ (3.47) คือ 

tsinBtcosAx ω+ω=                                                               (3.48) 

เมื่อ A  และ B  เปนคาคงที่ไมเจาะจง อาศัยเงื่อนไข aa x)t(x =  และ bb x)t(x =  

คําตอบของสมการ (3.48) จึงกลายเปน 

[ ])tt(sinx)tt(sinx
)tt(sin

1
)t(x baab

ab

−ω+−ω
−ω

=         (3.49) 

สมการ (3.49) นี้สามารถนําไปคํานวณหาแอคชันแบบฉบับ clS  ได กลาวคือ 

dtx
2

m
x

2

m
S

b

a

t

t

222
cl ∫ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ω−= &                                                      (3.50)  

คํานวณหา clS  โดยการแทนคา 2x&  และ 2x  ที่ไดจากสมการ (3.49) ลงในสมการ (3.50) 

แลวทําการอินทิเกรต อยางไรก็ตามการคํานวณจะสะดวกกวาหากทําการอินทิเกรตสมการ (3.50) 

บางสวนเสียกอน โดยที่ 

 dtx
2

m
x

2

m
)xx(

2

m
S

b

a

b

a

t

t

222
t

t
cl ∫ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ω−−= &&                                  (3.51)  
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จะเห็นวาเทอมที่ 2 ทางดานขวามือของสมการ (3.51) มีคาเปนศูนย เนื่องจาก x  

สอดคลองสมการ (3.49) ในที่สุดจะได 

 ( ))t(x)t(x)t(x)t(x
2

m
S baabcl && −=                                               (3.52)  

หาคาอนุพันธของ )t(x  เทียบกับเวลา tแลวแทนคา t  เทากับ at และ bt  จะได 

( ))tt(cosxx
)tt(sin

)t(x abab
ab

a −ω−
−ω

ω
=&                         (3.53) 

( )aabb
ab

b x)tt(cosx
)tt(sin

)t(x −−ω
−ω

ω
=&                         (3.54)                         

แทนคา )t(x,)t(x,)t(x aba &&  และ )t(x b   ลงในสมการ (3.52) จะได 

( )baab
2
b

2
a

ab
cl xx2)tt(cos)xx(

)tt(sin2

m
S −−ω+

−ω
ω

=        (3.55)  

เมื่อได clS  แลวก็สามารถคํานวณหาพรีแฟกเตอรได โดยใชสูตรของแวนเว็ลคและเพาลี

จากสมการ (3.13) ดังนี้ 

2

1

abcl
ba

2

ab )x,x(S
xx2

i
)t,t(F ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂
∂

π
=

h
      

                            
2

1

ab )tt(sini2

m
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−ωπ

ω
=

h
                                            (3.56) 

จากสมการ (3.55), (3.56) และอาศัยสมการ (3.12) ในที่สุดจะไดตัวแผกระจายของฮาร

มอนิกออสซิลเลเตอรเชิงเสนดังนี้ 

   ( )⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −ω+

ω
ω

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

ωπ
ω

= ba
2
b

2
a

2

1

xx2Tcos)xx(
Tsin2

im
exp

Tsini2

m
)a,b(K

hh
        (3.57)  

โดยที่ ab ttT −=   
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3.5 ฟงกชันคลื่นและพลังงานของฮารมอนิกออสซิลเลเตอรเชิงเสน 
 ในหัวขอนี้จะแสดงใหเห็นวาตัวแผกระจายของฮารมอนิกออสซิลเลเตอร ไดให

รายละเอียดเกี่ยวกับฟงกชันคลื่นและพลังงานของระบบไวครบถวน จากสมการ (3.57) สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของฟงกชันคลื่นและพลังงานไดดังนี้ 

( )⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −ω+

ω
ω

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

ωπ
ω

ba
2
b

2
a

2

1

xx2Tcos)xx(
Tsin2

im
exp

Tsini2

m

hh
                  

 
TE

i

a
n

nbn
ne)x()x( h

−∗∑ ψψ=                                                             (3.58) 

 เพื่อใหไดฟงกชันคลื่นและพลังงานของฮารมอนิกออสซิลเลเตอร ตองเขียนสมการ

ทางซายมือของสมการ (3.58) เสียใหม โดยอาศัยความสัมพันธ 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+=ω

−=ω

ω−ω

ω−ω

2

)e1(e
Tcos

2

)e1(e
Tsini

Ti2Ti

Ti2Ti

                                                     (3.59) 

แทนคาเหลานี้ลงในสมการทางดานซายของสมการ (3.58) จะได 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

−
+

+
ω

−−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
π
ω

ω−

ω−

ω−

ω−
−ω−

ω
−

Ti2

Ti
ba

Ti2

Ti2
2
b

2
a

2

1
Ti22

Ti
2

1

e1

exx4

e1

e1
)xx(

2

m
exp)e1(e

m

hh
 

TE
i

a
n

nbn
ne)x()x( h

−∗∑ ψψ=                                        (3.60) 

ถาตองการใหนิพจนทางซายมือของสมการ (3.58) มีลักษณะคลายกับนิพจนทางขวามือ

ซึ่งเปนอนุกรม จึงจําเปนตองกระจายสมการ (3.60) ออกเปนอนุกรมกําลังของ Tie ω−  เนื่องจาก

เทอมแรกของสมการ (3.60) คือ 2

Ti

e
ω

−
 ดังนั้นเทอมตอๆ ไปจะตองมีรูปแบบเปน 2

Ti

e
ω

− Tine ω−  

โดยที่ ,...3,2,1,0n =  การที่อนุกรมมีลักษณะเชนนี้แสดงวาพลังงานของฮารมอนิกออสซิลเลเตอร 

คือ  

ω+= h)
2

1
n(En                                                                         (3.61) 
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ถาตองการทราบฟงกชันคลื่นของฮารมอนิกออสซิลเลเตอร จะตองกระจายนิพจนของ

สมการ (3.60) ใหสมบูรณกวานี้ ในที่นี้จะแสดงวิธีการกระจายถึงเทอม 2n =  เทานั้น อยางไรก็

ตามโดยหลักการแลวสามารถกระจายถึงเทอมที่ n  ใดๆ ก็ได โดยการกระจายนิพจนของสมการ 

(3.60) ถึงอันดับ 2n =  ดังนี้ 

⎩⎨
⎧ +

ω
−+

ω
−++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
π
ω ω−ω

−
)xx(
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⎭⎬
⎫+ω++ ω−ω− ...exxm

2
...)e( Ti
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หรือ 

⎩⎨
⎧ ω++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
π
ω ω−

ω−ω
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ω
− Ti
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Ti2

2
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)xx(

2

m
2

1

exxm
2

1exp)
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e
1(ee
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hh
h                                              

                                                

 
⎭
⎬
⎫++

ω
−

ω
+ ω−ω− ...e)xx(

m
exx

2

m4 Ti22
b

2
a

Ti22
b

2
a2

22

hh
                (3.62) 

เปรียบเทียบเทอมแรกของสมการ (3.62) กับสมการ (3.60) จะได 

)x()x(eee
m

a0b0

TE
i

2

Ti
)xx(

2

m
2

1

0
2
b

2
a ∗−

ω
−+

ω
−

ψψ=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
π
ω

hh

h
              (3.63) 

สมการ (3.63) นี้หมายความวา 
2

E0

ω
=
h

 และฟงกชันคลื่นที่สมนัยกับสถานะพื้นคือ  

h

h
2

xm
4

1

0

22

e
m

)x(
ω

−
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
π
ω

=ψ                                                           (3.64) 

ทั้งนี้อาจคํานวณหาพลังงานและฟงกชันคลื่นในสถานะอื่นไดโดยพิจารณาเทอมตอไป

เชน สถานะถัดจากสถานะพื้น โดยพิจารณา 

)x()x(exx
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eee
m

a1b1

TE
i
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Ti2

Ti
)xx(
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2
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ψψ=
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⎝
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ω

hh

hh
     (3.65) 
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สมการนี้แสดงวา 
2

3
E1

ω
=
h

 และฟงกชันคลื่นคือ 

)x(x
m2

)x( 0

2

1

1 ψ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ω

=ψ
h

                                                     (3.66) 

ซึ่งสมการ (3.66) ที่ไดนี้ก็ตรงกับสูตรที่ไดจากวิธีการของชเรอดิงเงอร ในทํานองเดียวกัน

เทอมตอไปจะใหพลังงาน 
2

5
E2

ω
=
h

 สําหรับสวนที่ข้ึนกับ ax  และ bx  จะมีลักษณะดังนี้ 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ++

ω
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ω
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
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hhh
h                    (3.67)  

เทอมนี้จะตองเทากับ )x()x( a2b2
∗ψψ  เนื่องจากเทอมที่อยูภายในวงเล็บใหญสามารถ

แยกตัวประกอบไดเปน 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

ω
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

ω
1x

m2
1x
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2

1 2
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2
a

hh
                                               (3.68) 

ดังนั้นจะได 

)x(1x
m2

2

1
)x( 0

22

1

2 ψ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

ω
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=ψ

h
                                       (3.69) 

ซึ่งสมการ (3.69) ที่ไดนี้ก็ตรงกับสูตรที่ไดจากวิธีการของชเรอดิงเงอรเชนกัน ในที่นี้ได

พิสูจนใหเห็นดวยสองตัวอยางขางตนแลววา ถาทราบตัวแผกระจายก็จะทําใหทราบทั้งพลังงาน

และฟงกชันคลื่น และโดยอาศัยวิธีการดังกลาวนี้ จะสามารถคํานวณหาพลังงานกับฟงกชันคลื่น

ใดๆ ของฮารมอนิกออสซิลเลเตอรไดทุกระดับ 

  

 



บทที่ 4 
ผลการวิจัย 

4.1 ปญหากําแพงศักยอนันต (Infinite Potential Barrier) 
กําแพงศักยอนันตเปนปญหาของสถานะที่มีขอบเขตไมจํากัด (unbounded-state 

problem) ที่งายที่สุดปญหาหนึ่งในกลศาสตรควอนตัม โดยทั่วไปแลวมักปรากฏเปนปญหา

ตัวอยางแรกๆ ตัวอยางหนึ่งในตํารากลศาสตรควอนตัมเบื้องตนทั่วไป เปนปญหาของอนุภาคตัว

หนึ่งที่เคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของศักย 

⎩
⎨
⎧

≤∞
>

=
0xเมื่อ

0xเมื่อ0
)x(V                                                             (4.1)  

สถานะไอเกนโมเมนตมัตอกรณีดังกลาวมิไดเปนไปตามแบบอยางของอนุภาคอิสระ ทวา

กลับมีรูปแบบเปน 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
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>⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

π=ψ
0xเมื่อ0

0xเมื่อ
px

sin
1

)x(p hh                                     (4.2) 

สําหรับอนุภาคอิสระที่เคลื่อนที่นอกกําแพงศักยสูงอนันต )0x( >  แอคชันแบบฉบับมี

รูปแบบเปน 

dt)t,x,x(LS
b

a

t

t
cl ∫= &     

เมื่อ   2xm
2

1
L &=                                   

โดยที่แอคชันแบบฉบับดังกลาวสอดคลองกับเงื่อนไข 

 0dt)t,x,x(LS
b

a

t

t
cl =∫δ=δ &  
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แสดงวา   0
x

L

x

L

dt

d
=

∂
∂

−⎟
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⎝
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∂
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 และหาผลเฉลยของสมการดังนี้ 

จาก            0
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L
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d
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∂
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                                                        (4.3) 

สําหรับอนุภาคอิสระ xm
x

L

dt

d
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&
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⎞⎜

⎝
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และ   0
x

L
=

∂
∂

 

เมื่อแทนความสัมพันธขางตนลงในสมการ (4.3) จะได 

    0xm =&&  

0x =&&   

0
dt

dx

dt

d
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  

1c
dt

dx
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  

21 ctcx +=                                                                      (4.4) 

หาคาคงที่ 21 c,c ไดจากเงื่อนไขเริ่มตน โดยพิจารณาภาพที่ 6 ประกอบ ดังนี้ 

bb x)t(x = ;  2b1b ctcx +=                                             (4.5) 

และ 

aa x)t(x = ;  2a1a ctcx +=                                             (4.6) 

จากสมการ (4.5) และสมการ (4.6) จะไดคาคงที่ 21 c,c  ดังนี้ 

ab

ab
1 tt

xx
c

−
−

=                                                                   (4.7) 



 40 

และ      

b
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−=                                                                 (4.8) 

เมื่อแทนสมการ (4.7) และสมการ (4.8) ลงในสมการ (4.4) จะได 

t
tt

xx
x

ab

ab
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= + b
ab

ab
b t

tt

xx
x ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−                                         (4.9) 

โดยที่ x  ในสมการ (4.9) คือเสนทางแบบฉบับ )t(x  หรือ )t(xcl  

)t(x)t(x cl= t
tt

xx

ab

ab
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= + b
ab

ab
b t

tt

xx
x ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−                      (4.10) 
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จาก    dt)t,x,x(LS
b

a

t

t
cl ∫= &    สําหรับอนุภาคอิสระซึ่งมีลากรางเกียนเปน  2xm
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L &=  ดังนั้น 

dt)x(m
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S 2
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t
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&∫=                                                                         (4.12) 

เมื่อแทนสมการ (4.11)  ลงในสมการ (4.12) จะได 
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จากสมการ (3.12) นัน่คือ  
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⎫

⎩⎨
⎧= )x,x(S

i
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โดยที ่   
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เมื่อแทนสมการ (4.13)  ลงในสมการ (4.15) จะได 
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เมื่อแทนสมการ (4.13) และสมการ (4.17) ลงในสมการ (4.14) จะได   
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 ตัวแผกระจายที่ไดจากสมการ (4.18) เปนตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระที่เคลื่อนที่จาก

ตําแหนง )t,x( aa  ไปยัง )t,x( bb   โดยตรง ซึ่งอิทธิพลของกําแพงศักยสูงอนันตมิไดมีผลตออนภุาค

แตประการใด ตัวแผกระจายดังกลาวจึงไมอาจใชเปนตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพลของ

กําแพงศักยสูงอนันตได 

ในป ค.ศ.1981 กูดแมน (Goodman) ไดเสนอแนวทางแกปญหาดังกลาว โดยกูดแมน

เสนอวาเสนทางแบบฉบับของอนุภาคในการเคลื่อนที่จาก )t,x( aa  ไปยัง )t,x( bb  มีไดสอง

เสนทาง เสนทางแรกคือเสนทางจาก )t,x( aa  ไปยัง )t,x( bb  โดยตรง สงผลใหไดตัวแผกระจาย

ของอนุภาคอิสระดังสมการ (4.18) สวนเสนทางที่สองนั้นอนุภาคเคลื่อนที่จาก )t,x( aa  ไปยังผนัง

กําแพงศักยกอน แลวจึงสะทอนกลับไปยัง )t,x( bb  ดังแสดงในภาพที่ 6 อยางไรก็ตามเสนทางที่

สองที่ผานการสะทอนผนังกําแพงศักยนั้นอาจอาศัยวิธีจุดภาพกระจกเงาหาเสนทางสมมูลได 

กลาวคือ โดยอาศัยผนังกําแพงศักยเปนกระจกเงาสะทอนจุด )t,x( aa  และ )t,x( bb  ซึ่งเงาจุดคูดัง

กลาวคือ )t,x( aa−  และ )t,x( bb−  ตามลําดับ จะไดวาเสนทางแบบฉบับที่สะทอนผานผนังจะ

สมมูลกับเสนทางแบบฉบับจาก )t,x( aa−  ไปยัง )t,x( bb  และ )t,x( aa  ไปยัง )t,x( bb−  สงผล

ใหตัวแผกระจายที่ผานการสะทอนกลับกลายเปน 



 42 

)a,b(K)a,b(K −=−  

              
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π

=
)tt(

))x(x(

2

im
exp

)tt(i2

m

ab

2
ab

2

1

ab hh
 

  

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π

=
)tt(

)xx(

2

im
exp

)tt(i2

m

ab

2
ab

2

1

ab hh
            (4.19)            

 

ภาพที่ 6  แสดงเสนทางแบบฉบับสองเสนทางที่เชื่อมตอจุด )t,x( aa  และ )t,x( bb   

พรอมดวยจุดภาพในกระจกเงาที่คลองจองกัน 

โดยอาศัยวิธีจุดภาพกระจกเงาของกูดแมน ตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระกรณี

เคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยสูงอนันตจากจุด a ไปยังจุด b เขียนเปนสมการได ดังนี้ 

 bx−                       ax−                        0                         ax                          bx       
x  

)t,x( aa−  )t,x( aa  at  

bt  )t,x( bb  )t,x( bb−  

t  
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 สมการ (4.23) คือ ตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระกรณีเคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของ

กําแพงศักยสูงอนันตจากจุด a ไปยังจุด b ดังเสนทางที่แสดงในภาพที่ 6 สาเหตุที่เทอมที่สองของ

ฟงกชันเลขชี้กําลัง (exponential) มีคาเปนลบนั้น เนื่องจากเปนตัวแผกระจายของอนุภาคที่

สะทอนผานผนังกําแพงศักย เฟสยอมเปลี่ยนไป π  

4.2 สถานะเจาะจงโมเมนตัมและระดับพลังงานที่เปนไปได 
การพิจารณาสถานะเจาะจงโมเมนตัมและระดับพลังงานของอนุภาคภายใตกําแพงศักย

อนันต ตองอาศัยตัวแผกระจายที่ไดจากสมการ (4.23) โดยใชสูตร 
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เมื่อพิจารณาแตละเทอมที่เปนฟงกชันชี้กําลังในสมการ (4.23) และใชสมการ (4.24) 

สามารถแปลงตัวประกอบเลขชี้กําลังในสมการดังกลาวไดดังนี้ 
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เมื่อแทนสมการ (4.27) และสมการ (4.30) ลงในสมการ (4.23) จะได  
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                                                                                      (4.39)                         

เมื่อพิจารณาอินทิกรัลเทอมแรกในสมการ (4.39) ซึ่งเปนการอินทิเกรตฟงกชันคี่รอบแกน

สมมาตรใดๆ ดังนั้น 
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                                                                                                                   (4.40) 

เมื่อแทนสมการ (4.40) ในสมการ (4.39) จะไดตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระกรณี

เคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยสูงอนันตจากจุด a ไปยังจุด b คือ 
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                                                                                                                                 (4.41) 

และเมื่อนําสมการ (4.41) เปรียบเทียบกับสมการ (3.24) จะไดสถานะเจาะจงโมเมนตัม

ดังนี้ 
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 พรอมดวยระดับพลังงานที่ตอเนื่องที่เปนไปไดคือ 
m2

p
)p(E

2

=  ผลลัพธที่ไดดังกลาว

สอดคลองกันเปนอยางดีกับคาที่ไดโดยการแกสมการชเรอดิงเงอร 

 



บทที่ 5 
สรุป 

จากการวิจัยพบวาวิธีการอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมนสามารถหาตัวแผกระจาย

ของอนุภาคอิสระกรณีเคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยสูงอนันตไดคือ 
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พรอมทั้งไดสถานะเจาะจงโมเมนตัมและระดับพลังงานที่ตอเนื่องที่เปนไปไดคือ 
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=  

ผลเฉลยของปญหากําแพงศักยอนันตที่ไดนี้สอดคลองกันเปนอยางดีกับผลเฉลยที่ไดโดยการแก

สมการชเรอดิงเงอรซึ่งเปนที่ทราบกันดีอยูแลว ดังนั้นโดยตัวผลเฉลยจึงมิไดมีความสําคัญพิเศษแต

ประการใด ที่สําคัญก็คือวิธีการอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมนสามารถแกปญหาดังกลาวได

หรือไม วิธีการอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมนนั้นสามารถใชไดผลดีตอกรณีที่อินทิกรัลมี

รูปแบบเปนเกาสเซียนและขอบเขตของการอินทิเกรตจะตองไมจํากัดเทานั้น ส่ิงที่ไดแสดงในการ

วิจัยนี้คือการนําแนวคิดวิธีจุดภาพของกระจกเงาไปประยุกตใชกับวิธีการอินทิกรัลตามเสนทางของ

ฟายนแมน เพื่อหาตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระกรณีเคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยสูง

อนันต แนวคิดดังกลาวในปญหานี้ก็คือมีเสนทางแบบฉบับจํานวนสองเสนทาง โดยเสนทางแรก

เปนเสนทางของอนุภาคอิสระที่เคลื่อนที่จากจุดเริ่มตน )t,x( aa  ไปยังจุดปลาย )t,x( bb  โดยตรง 

ในขณะที่เสนทางที่สองนั้นเปนเสนทางที่อนุภาคอิสระเคลื่อนที่จากจุดเริ่มตน )t,x( aa  ไปยังผนัง

กําแพงศักยกอน แลวจึงสะทอนกลับไปยังจุดปลาย )t,x( bb  โดยเสนทางที่สองนั้นสมมูลกับ

เสนทางของอนุภาคอิสระที่เคลื่อนที่จากจุดเริ่มตน )t,x( aa  ไปยังจุด )t,x( bb−  จากแนวคิดวิธี

จุดภาพของกระจกเงานี้และใชวิธีการอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมน ทําใหหาตัวแผกระจาย

ของอนุภาคไดและสามารถคํานวณหาสถานะเจาะจงโมเมนตัมและระดับพลังงานที่เปนไปไดของ

อนุภาคในระบบดังกลาวไดดวย ซึ่งนั่นเปนขอดีของตัวแผกระจายที่สามารถใหสถานะเจาะจง

โมเมนตัมหรือฟงกชันคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปไดไปพรอมๆ กัน จะเห็นไดวาวิธีการอนิทกิรัล

ตามเสนทางของฟายนแมนนั้นก็สามารถแกปญหากําแพงศักยอนันตได ซึ่งที่ผานมานั้นยังขาด
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ประสิทธิภาพในการแกปญหาดังกลาว ทั้งนี้โดยการนําแนวคิดวิธีจุดภาพของกระจกเงาไป

ประยุกตใชกับวิธีการอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมน วิธีจุดภาพของกระจกเงานี้จึงมี

ประโยชนมาก ซึ่งอาจนําขยายไปสูระบบที่ซับซอนยิ่งขึ้นได อาทิเชน ปญหาอนุภาคในกลองหรอืบอ

จัตุรัสลึกอนันต ทั้งยังเปนอีกปญหาหนึ่งที่วิธีการอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมนขาด

ประสิทธิภาพในการแกปญหาเชนกัน    
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