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บทคัดยอ 

ไดใชวิธีการอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมนศึกษาอนุภาคภายในบอศักยจัตุรัสลึก-

อนันตในหนึ่งมิติ  โดยคํานวณหาตัวแผกระจายสําหรับบอศักยจัตุรัสลึกอนันตดวยวิธีอินทิกรัลตาม

เสนทางแบบลากรางเกียน  พรอมทั้งไดนําวิธีจุดภาพกระจกเงามาประยุกตใชในการคํานวณหาตัว

แผกระจายดวย  ตัวแผกระจายที่ไดอยูในรูปแบบของผลรวม และจากตัวแผกระจายดังกลาว

สามารถนําไปคํานวณหาฟงกชันคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปไดของอนุภาคที่อยูภายใตอิทธิพล

ของบอศักยจัตุรัสลึกอนันตได 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract 

The Feynman path integral approach was used to study the motion of a particle 

in one dimension in an infinite square potential well. The propagator for this potential  

was calculated by mean of Lagrangian path integral. The image point method was also 

introduced to estimate the propagator. This propagator was not only evaluated in 

summation form, but also could be used to calculate all of wave functions and possible 

energy levels of a particle under  the influence of this potential. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

1.1  ความสําคัญและที่มาของปญหาที่ทําการวิจัย 
 วิชาฟสิกสแบบฉบับ (classical physics) ที่นักวิทยาศาสตรไดคิดคนขึ้นมา  สามารถ

นํามาอธิบายปรากฏการณธรรมชาติจนไดผลอยางดีเลิศจนกระทั่งถึงปลายศตวรรษที่ 19  มี

สาระสําคัญพอสรุปไดดังนี้  ในระบบตางๆทางฟสิกส  ปริมาณทั้งหลายสามารถแทนไดดวยตัวแปร

พลวัต (dynamical variable) ที่มีนิยามแนชัด  โดยตัวแปรเหลานี้ยังแสดงถึงสถานะ (state) ของ

ระบบนั้นในขณะใดขณะหนึ่งดวย สวนสถานะในเวลาใดๆสามารถติดตามได ถาเพียงแตทราบ

สถานะเบื้องตนเทานั้น  หลักการนี้กลาวในเชิงคณิตศาสตรหมายความวาตัวแปรพลวัตเหลานี้

สอดคลองตามสมการเชิงอนุพันธ (differential equation) อันดับที่หนึ่งที่มีตัวแปรเปนรูปของเวลา  

ดังนั้นจุดประสงคของการศึกษาฟสิกสแบบฉบับคือ  ความพยายามที่จะแสวงหาตัวแปรพลวตัตางๆ 

ที่สอดคลองตามสมการ แลวใชสมการแหงการเคลื่อนที่ (equation of motion) เหลานี้มาทํานาย

ปรากฏการณธรรมชาติ 

นับต้ังแตนิวตันไดคิดคนวิชากลศาสตร (mechanics) เพื่อศึกษาปรากฏการณธรรมชาติ

ของวัตถุหรือระบบวัตถุขนาดใหญที่เกิดขึ้นมาจากแรงที่กระทําตอวัตถุนั้น ยังไมเคยปรากฏวามี

ปรากฏการณใดขัดแยงกับหลักสําคัญดังกลาวขางตน แมมีปรากฏการณใหมๆ ที่ยุงยากเกิดขึ้นก็

สามารถแกปญหาไดดวยการเพิ่มหรือดัดแปลงตัวแปรหรือเพิ่มสมการใหม นอกจากยังไมมี

ปรากฏการณใดที่มาขัดแยงกับหลักสําคัญนี้แลว  ในทางตรงกันขามฟสิกสแบบฉบับไดกาวหนา

ตอไปอยางไมหยุดยั้ง  ทั้งยังขจัดความขัดแยงและความยุงยากของวิชาใหมีความตอเนื่องกันเปน

อยางดี  ความกาวหนาดังกลาวไดเจริญรุดหนาไปเรื่อยๆ จนถึงป ค.ศ. 1900  ซึ่งเปนปเร่ิมตนมี

อุปสรรคเกิดขึ้น  ปญหานี้เกิดขึ้นเนื่องจากเราไดเขาไปสูปรากฏการณธรรมชาติที่มีขนาดเล็กใน

ระดับอะตอมหรือเล็กกวาอะตอม  ในระดับนี้หลักตางๆ ที่มีอยูในฟสิกสแบบฉบับไมอาจนํามาใชได  

การอธิบายปรากฏการณเหลานี้ตองอาศัยหลักฟสิกสแนวใหม  สําหรับการคนพบฟสิกสแนวใหม

เกิดขึ้นหลายระยะและมีบุคคลหลายกลุมเกี่ยวของดวย  ทวาจุดเริ่มตนที่ถือวาเปนการคนพบฟสิกส

แนวใหมคือป  ค.ศ. 1925  หรือเปนปแหงการคนพบวิชากลศาสตรควอนตัม  (quantum -

mechanics) อันเปนวิชากลศาสตรพื้นฐานแนวใหมที่ใชแกปญหาตางๆ ในระดับอะตอม 

ผูที่ประสบความสําเร็จเปนคนแรกคือ ไฮเซนเบอรก (Heisenberg)  ไฮเซนเบอรกไดอาศัย

หลักการคลองจองและคณิตศาสตรแบบใหมที่เรียกวา เมตริกซ (matrix) เขามาชวยในการ

พิจารณาปญหา  ทําใหเกิดวิชากลศาสตรควอนตัมแบบใหมเรียกวา กลศาสตรเมตริกซ (matrix- 
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mechanics)  เมื่อนําไปแกปญหาตางๆทางฟสิกสพบวาใหผลดีเกินคาด แตเนื่องวิชากลศาสตร

ควอนตัมแบบนี้ใชภาษาทางคณิตศาสตรที่นักฟสิกสสวนใหญไมคุนเคย  จึงเปนเรื่องยากที่จะเขาใจ

ความหมายที่แทจริงของทฤษฎีนี้  ดังนั้นจึงไมเปนที่นิยมในหมูนักฟสิกส  อยางไรก็ตามปญหา

ความยุงยากดังกลาวไดคลี่คลายลง เมื่อในปเดียวกัน  ชเรอดิงเงอร (Schrodinger) ไดคนพบวิชา

กลศาสตรควอนตัมอีกรูปแบบหนึ่งซึ่งเรียกวา กลศาสตรเชิงคลื่น (wave mechanics) หลักการ

ของชเรอดิงเงอรคือ อนุภาคที่มีขนาดเล็กในระดับอะตอมหรือเล็กกวาจะมีพฤติกรรมแบบคลื่น

(สสาร) ตําแหนงและโมเมนตัมของอนุภาคจึงไมอาจทํานายไดแนนอน แตจะสอดคลองกับหลัก

ความไมแนนอนของไฮเซนเบอรก ดังนั้นเราจึงไมกลาวถึงเสนทางเดินของอนุภาคเลยเพราะไม

สามารถหาได  ปริมาณตางๆ ที่สังสรรคอยูกับอนุภาคสามารถสืบสาวไดจากฟงกชันคลื่น (wave - 

function) ที่สมนัยกับอนุภาคนั้น โดยฟงกชันคลื่นที่กลาวถึงนี้จะตองสอดคลองกับสมการชเรอดิง-

เงอร (Schrodinger  equation) ที่มีตัวแปรเปนตําแหนงและเวลาซึ่งเขียนไดดังนี้ 
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  เมื่อ 2∇  และ  ),,,( tzyxV  เปนตัวดําเนินการลาปลาเซียนและพลังงานศักยของอนภุาค

ตามลําดับ  

 หรือในกรณีเมื่อพลังงานศักยไมข้ึนตอเวลาอยางชัดแจงกลาวคือ ),,( zyxVV =

สมการชเรอดิงเงอร (1.1) จะลดรูปไปสู 
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และเรียกสมการ( 1.2) นี้วา สมการชเรอดงิเงอรที่ไมข้ึนตอเวลา  

กลศาสตรควอนตัมในแบบของชเรอดิงเงอรสามารถนํามาประยุกตและใชแกปญหาตางๆ

ทางควอนตัมไดดีเชน ปญหากําแพงศักยอนันต  ปญหาอนุภาคในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันต  

ฮารมอนิกออสซิลเลเตอร  หรือแมแตปญหาอิเล็กตรอนในศักยคูลอมบของอะตอมไฮโดรเจนก็

สามารถคํานวณไดโดยไมยาก ทําใหวิธีการของชเรอดิงเงอรเปนที่นิยมในหมูนักฟสิกสดังจะเห็นได

ตามตําราควอนตัมตางๆ   
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กลศาสตรควอนตัมทั้งสองแบบที่กลาวมาขางตนจะแทนปริมาณตางๆ ในฟสิกสหรือตัว

แปรพลวัตดวยตัวดําเนินการ (operator) แทนที่จะเปนปริมาณที่มีคาเปนตัวเลขธรรมดาซึ่งจะ

สะดวกในการทํานายปรากฏการณตางๆ  ดังนั้นในป ค.ศ. 1948  ฟายนแมน จึงไดเสนอกลศาสตร

ควอนตัมแนวใหมอีกรูปแบบหนึ่งที่ปราศจากตัวดําเนินการและถือเปนพัฒนาการของวิชากล-

ศาสตรควอนตัมในระดับหนึ่งคือ ทฤษฎีการอินทิเกรตตามเสนทาง (path integration theory) หรือ

อินทิกรัลตามเสนทาง (path integral) ที่สามารถพิสูจนไดวาเหมือนกับกลศาสตรควอนตัมของชเรอ

ดิงเงอรทุกประการ (วิรุฬห สายคณิต. 2525)  แตวิธีการของฟายนแมนสามารถเขาถึงองคความรู

ของระบบอนุภาคดวยวิธีที่แตกตางไปจากวิธีการของชเรอดิงเงอร กลาวคือวิธีการของฟายนแมน

คํานวณหาตัวแผกระจาย (propagator) ของอนุภาค แทนที่จะเปนฟงกชันคลื่น โดยตัวแผกระจาย

นี้ไดบรรจุความรูเกี่ยวกับระบบไวอยางครบถวน อาทิ มีรายละเอียดเกี่ยวกับฟงกชันคลื่น พลังงาน 

และโอกาสที่จะพบอนุภาค ณ ตําแหนงตางๆ เปนตน ยิ่งไปกวานั้นถาทราบตัวแผกระจายของ

อนุภาค เราสามารถนําไปสูปริมาณทางกายภาพอื่นๆ ไดอีก เชน ความหนาแนนสถานะ ฟงกชัน

พารทิชัน หรือปริมาณทางกายภาพที่สามารถวัดไดโดยตรง เชน ความนําไฟฟา ความนําความรอน 

หรือแมแตความสามารถในการดูดกลืนแสง เปนตน 

ความแตกตางโดยสิ้นเชิงระหวางวิธีการของชเรอดิงเงอรและวิธีการของฟายนแมนก็คือ 

วิธีการของชเรอดิงเงอรใชวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธคํานวณหาฟงกชันคลื่นออกมา ในขณะที่

วิธีการของฟายนแมนใชการอินทิเกรตตามเสนทางคํานวณหาตัวแผกระจายออกมา วิธีการทั้งสอง

มีความยากงายแตกตางกันขึ้นอยูกับรูปแบบของปญหา อยางไรก็ตามพบวาวิธีการของฟายนแมน

กลับขาดประสิทธิภาพในการแกปญหาบางอยางเชน ปญหาอนุภาคในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึก-

อนันต ซึ่งเปนปญหาพื้นฐานทางวิชากลศาสตรควอนตัมที่สามารถคํานวณไดโดยงายดวยวิธีการ

ของชเรอดิงเงอร  (ดูรายละเอียดในภาคผนวก)  ดังนั้นผูวิจัยจึงคิดวานาจะใชทางเลือกใหมในการ

เขาถึงความรูของปญหาดังกลาว โดยใชวิธีการอินทิเกรตตามเสนทางคํานวณหาตัวแผกระจาย

ออกมา หลังจากนั้นปริมาณทางกายภาพอื่นๆ เชน ฟงกชันคลื่นหรือระดับพลังงานที่เปนไปไดก็

นาจะสามารถหาไดโดยไมยาก 
 
1.2  วัตถุประสงค 

1.2.1  เพื่อศึกษาทฤษฎีการอินทิเกรตตามเสนทางของฟายนแมน 

1.2.2  เพื่อคํานวณหาตัวแผกระจายของอนุภาคภายในบอศักยจัตุรัสลึกอนันต 

1.2.3  เพื่อคํานวณหาฟงกชันคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปไดของอนุภาคภายในบอ

ศักยจัตุรัสลึกอนันต แลวเปรียบเทียบกับวิธีการของชเรอดิงเงอร 
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1.3  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
1.3.1  ทําใหเขาใจวิธีการอินทิเกรตตามเสนทางของฟายนแมน ซึง่อาจนําไปแกปญหา

ระบบอนุภาคที่อยูภายใตสนามหรือแรงในรูปแบบอื่นๆ ได 

1.3.2  ทําใหทราบรูปแบบเชิงคณิตศาสตรของตัวแผกระจาย  ฟงกชนัคลื่นและระดับ

พลังงานที่เปนไปได ของอนุภาคภายในบอศักยจัตุรัสลึกอนันต 
   
1.4  ขอบเขตของการวิจัย 
 การวิจยันี้มุงเนนศึกษาอนุภาค(อิเล็กตรอน) ที่อยูภายในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันต   

ปริมาณหลักทีต่องการคํานวณคือ ตัวแผกระจาย ฟงกชนัคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปได 
 
1.5  ระยะเวลาที่ทําการวิจัย 

ประมาณ 18 เดือน ต้ังแตเดอืนพฤศจกิายน 2548 ถึงเดอืนเมษายน 2550 
 



บทที่ 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

หลักจากฟายนแมน ไดเสนอกลศาสตรควอนตัมแนวใหมในรูปแบบของอินทิกรัลตาม

เสนทางหรือการรวมเสนทางเดินที่เปนไปไดทั้งหมดของอนุภาคโดยการคํานวณหาตัวแผกระจาย

(propagator) นับต้ังแตนั้นเปนตนมากลศาสตรควอนตัมตามแบบฉบับฟายนแมนไดรับความสนใจ

จากนักฟสิกสเปนจํานวนมาก ทั้งนี้เนื่องจากไดรับการพิสูจนวาอินทิกรัลตามเสนทางดังกลาวมี

ประโยชนตอวงการฟสิกสหลายสาขา  เมื่อนําทฤษฎีของฟายนแมนมาแกปญหาพื้นฐานทางกล-

ศาสตรควอนตัมเชน ปญหาอนุภาคอิสระ ฮารมอนิกฮอสซิลเลเตอร หรือปญหาอนุภาคภายใต

อิทธิพลของสนามไฟฟาที่มีคาคงที่ (เอกพัน จันผง. 2548)  ปรากฏวาสามารถคํานวณตัวแผ

กระจายออกมา ตลอดจนหาฟงกชันคลื่นและระดับพลังของอนุภาคได และยังพิสูจนไดวาไดผล

เหมือนกับทฤษฎีของชเรอดิงเงอรทุกประการ  แตอยางไรก็ตามยังมีขอเท็จจริงที่นาประหลาดใจเปน

อยางยิ่งวาทฤษฎีของฟายนแมนกลับขาดประสิทธิภาพในการแกปญหาบางปญหาเชน ปญหา

อิเล็กตรอนในศักยคูลอมบของอะตอมโดรเจน ปญหากําแพงศักยอนันต และปญหาอนุภาคใน

กลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันต เปนตน ซึ่งปญหาเหลานี้สามารถคํานวณไดไมยากเมื่อใชทฤษฎี

ของชโรดิงเจอร 

นักวิจัยทั้งในประเทศและตางประเทศพยามที่จะแกปญหาขางตน พอจะสรุปไดดังนี้  

2.1  ปญหาอิเล็กตรอนในศักยคูลอมบ  
โฮ และ อิโนะมาตะ (Ho and  Inomata. 1982 ) ประสบความสําเร็จในการสรางรูปแบบ

อินทิกรัลตามเสนทางของอะตอมไฮโดรเจน  โดยสามารถคํานวณฟงกชันกรีน (Green’s  function) 

หรือตัวแผกระจายของอิเล็กตรอนในรูปแบบที่กระชับได  จากฟงกชันกรีนดังกลาว นิคม ชูศิริ และ 

วิรุฬห สายคณิต (Choosiri  and  Sayakanit. 1984) สามารถคํานวณฟงกชันคลื่นและพลังงานที่

เปนไปไดของอะตอมไฮโดรเจนสามมิติได  ตอมา ไคลเนอรท (Kleinert. 1998)  สามารถใชตัวแทน

อวกาศโมเมนตัม (momentum space representation ) กับอินทิกรัลตามเสนทางแกปญหาของ

อะตอมไฮโดรเจนได    
 
2.2  ปญหากําแพงศักยอนันต   

กูดแมน (Goodman. 1981)  ไดนําเสนอวิธีจุดภาพกระจกเงา (image  point  method) 

ไปประยุกตใชกับอินทิกรัลตามเสนทางของอนุภาคภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยอนันต โดย

สามารถคํานวณตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตกําแพงศักยดังกลาวได และจากตัวแผกระจาย
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ดังกลาว อัฏฐชัย ถาวรสุวรรณ, วิทยา ทิพยอักษร และ นิคม ชูศิริ (2549)  สามารถคํานวณฟงกชัน

คลื่นและระดับพลังงานของอนุภาคได และยังพบวาวิธีจุดภาพกระจกเงาสามารถนําไปประยุกตใช

กับปญหาอนุภาคในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันตไดอีกดวย 

นอกจากนี้ยังมีงานวิจัยที่พยายามศึกษาอนุภาคที่ถูกกระทําดวยแรงหลายๆแรง เชน นคิม 

ชูศิริ (2539) ไดศึกษาอินทิกรัลตามสนทางอนุภาคไฟฟาภายใตแรงฮารมอนิกและสนามแมเหล็ก

คงที่ โดยสามารถคํานวณตัวแผกระจายออกมาได ตอมาก็สามารถคํานวณตัวแผกระจายของ

อนุภาค(อิเล็กตรอน)ภายใตอิทธิพลของแรงฮารมอนิก  สนามไฟฟาคงที่และสนามแมเหล็ก

สม่ําเสมอได(นิคม ชูศิริ. 2540)  ยิ่งไปกวานั้น นิคม ชูศิริ (2541) ประสบความสําเร็จในศึกษา

อินทิกรัลตามเสนทางของอิเล็กตรอนภายใตอิทธิพลของแรงฮารมอนิก  สนามแมเหล็ก สนามไฟฟา 

และศักยที่ไรระเบียบ( disorder potential ) รวมทั้งยังคํานวณความหนาแนนสถานะและระดับ

พลังงานของอิเล็กตรอนได 

จากที่กลาวมาทั้งหมด จะเห็นวาทฤษฎีการอินทิเกรตตามเสนทางหรืออินทิกรัลตาม

เสนทางสามารถนํามาประยุกตและแกปญหาตางๆทางควอนตัมได  ถึงแมในบางปญหาจะเปนไป

ไดยากก็ตามและอาจจะตองใชความรูทางคณิตศาสตรชั้นสูง แตนักวิจัยก็พยายามจนสําเร็จลุลวง 

ดังนั้นการใชทฤษฎีดังกลาวเพื่อศึกษาปญหาอนุภาคในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันตซึ่งเปน

ปญหาพื้นฐานทางกลศาสตรควอนตัมโดยประยุกตวิธีจุดภาพกระจกเงา เพื่อคํานวณหาตัวแผ

กระจาย ตลอดจนฟงกชันคลื่นและพลังงานที่เปนไปไดของอนุภาคก็นาจะทําไดไมยาก 

 



บทที่ 3 
ทฤษฎีการอินทิเกรตตามเสนทาง 

3.1  ทฤษฎีการอินทิเกรตตามเสนทางเบื้องตน 
 ฟายนแมนสังเกตวาถาตองการศึกษาพฤติกรรมของอิเล็กตรอน อาจใชวิธีการของชเรอ-

ดิงเงอรเพื่อหาแอมปลิจูดของความนาจะเปน (probability amplitude) ของอิเล็กตรอนที่ประพฤติ

ตัวเปนคลื่น แตจากการวิเคราะหปญหาเกี่ยวกับธรรมชาติของการเปนไปไดทั้งคลื่นและอนุภาค

แสดงวาแอมปลิจูดของคลื่นของอิเล็กตรอนนั้นอาจคํานวณไดโดยถือวาอิเล็กตรอนเปนอนุภาค 

(Feynman. 1956) 

พิจารณาอนุภาคตัวหนึ่งเคลื่อนที่จากจุด a ณ เวลา ta ไปยังจุด b ณ เวลา tb ในกล

ศาสตรแบบฉบับ (classical mechanics) สามารถบอกตําแหนงของอนุภาคที่เวลาใดๆได นั่นคือ 

เราทราบเสนทางที่แนนอนของอนุภาคซึ่งมีอยูเสนทางเดียว แตในทางควอนตัมไมสามารถบอก

ตําแหนงของอนุภาคไดแนนอน เราบอกไดเพียงโอกาสของความนาจะเปนเทานั้น ฟายนแมนพบวา

เสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคมีไดหลายเสนทางนอกเหนือจากเสนทางแบบฉบับ(classical 

path) ดังแสดงในภาพที่ 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที ่1  แสดงเสนทางที่เปนไปไดกับเสนทางแบบฉบับ 

 

ฟายนแมนยังพบอีกวาแอมปลิจูดของความนาจะเปนสมนัยกับเสนทางใดมีรูปแบบเชิง

คณิตศาสตรดังนี้ 

[ ] [ ] [ ])(
.)(

txSi

e consttx h=φ                                               (3.1) 

a 

possible path 

classical path 

t 

tb 

ta 

xa xb 
x   0 

b 
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โดยที ่

               [ ] dttxxLtxS
b

a

t

t
∫= ),,()( &                                                   (3.2) 

 

และลากรางเกียน                      

   )(
2
1),,( 2 xVxmtxxL −= &&            (3.3)  

                         

 ฟายนแมนไดใหนิยามแอมปลิจูดของความนาจะเปนที่อนุภาคจะเคลื่อนที่จากจุด a ณ 

เวลา  ta ไปยังจุด b ณ เวลา tb ไวดังนี้ 

 

 [ ] [ ] [ ])(
.)(),(

txSi

 b  a
paths all

 b  a
paths all

e consttxabK h∑∑
  →  →

== φ                        (3.4) 

 

และเรียกแอมปลิจูดของความนาจะเปนนี้วา ตัวแผกระจาย(propagator or transition amplitude) 

(บางตําราอาจเขียนเปน  aabb txtx ,, หรือ ),;,( aabb txtxK ) เนื่องจากจํานวนเสนทางทั้งหมด

ระหวางจุด a  กับจุด b มีจํานวนมหาศาลจนนับไมถวน ในการรวมแอมปลิจูดตามสมการ (3.4) จึง

เปนเรื่องยุงยากจนแทบเปนไปไมได เพื่อแกปญหาดังกลาว ฟายนแมนจึงเปลี่ยนการบวกหรือ

ผลบวก (summation ) ในสมการ (3.4) เปนการอินทิเกรตแทนดวยวิธีการดังนี้ 

 แบงชวงเวลาจาก  ta ถึง tb ออกเปนชวงยอย ๆและกวางเทาๆกันเปนจํานวน n ชวง โดยที่  

tn - tn-1= tn-1 - tn-2=...= ti - ti-1=...= t2  - t1= t1 - t0=ε  เมื่อ t0= ta , tn= tb , x(t0) = xa  และ x(tn) = xb 

โดยการแบงเชนนี้ ทําใหเราไดเวลาเปนชุด  ti ซึ่งมีระยะหางเทากับ ε  แตละ ti เราอาจเลือก xi ที่

คลองจองกับ ti หนึ่งจุด โดยการเชื่อมโยงจุดเหลานั้นดวยเสนตรง เราจะไดเสนทางเดินของอนุภาค

หนึ่งเสนทาง ดังแสดงในภาพที่ 2 ในการเดินทางของอนุภาคจากจุด xi ไปยังจุด xi+1 แอมปลิจูดของ

ความนาจะเปนจะมีคาประมาณดังนี้ 

 

         [ ]⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≈ ++ iiii xxSi

A
xxK ,exp1),( 11

h
 

 

                                                ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−

≈ +++ ε
ε

)
2

,
2

,(exp1 111 iiiiii ttxxxx
Li

A h
         (3.5) 
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ภาพที ่2  แสดงการคํานวณเสนทางของอนภุาคโดยแบงทางเดนิออกเปนเสนทางยอยๆ 

 

แอมปลิจูดของความนาจะเปนในการเดินทางของอนุภาคจากจุด a ไปยังจุด b โดยใชเสนทางดัง

แสดงในภาพที่ 2 คือ 

 

         [ ] ),()...,()...,(),()( 011211 xxKxxKxxKxxKtx iinnnn −−−−≈φ  
 

  ∏
−

=
−=

1

1
1),(

n

i
ii xxK                                  (3.6) 

 

จากสมการ (3.5) และ (3.6) เราจะไดวาผลรวมของการมีสวนรวม (contribution) จากแตละ

เสนทางสามารถหาไดโดยการอินทิเกรตสมการ (3.6) กลาวคือ 

 

            [ ] 121

1

1
10

...),(...lim)(),( −

−

=
−→

→
∫∫ ∫∏∑ == n

n

i
ii

ba
dxdxdxxxKtxabK

ε
φ  

 

A
dx

A
dx

A
dx

A
dx

A
dxttxxxxLi nni

i

iii 1221111111

0
......)

2
,

2
,(exp...lim −−+++

→ ∫∫ ∫ ∑ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++−
=

ε
ε

ε h
 

      (3.7)    

ε

xa xi xi+1 xb 

ta 

tb 

ti 

ti+1 

t 

x 
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โดยที่ A เปนคาคงที่ พบวามีคาเปน
2
1

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

m
i επ h สมการ(3.7) สามารถเขียนใหอยูในรูปที่กะทัดรัด

กวาดังนี้ 

                                                
[ ] [ ])(),(

,
txDeabK

b

a

abSi

∫= h                                              (3.8)    

  

ซึ่งรูจักกันดีในนามของอินทิกรัลตามเสนทาง (path integral) หรือการอินทิเกรตตาม

เสนทาง (path integration) พิจารณาสมการ (3.7) จะเห็นวาการคํานวณตัวแผกระจายนั้น ความ

ยากงายในการคํานวณขึ้นอยูกับรูปแบบเชิงคณิตศาสตรของลากรางเกียนของระบบ ถาหากทําการ

อินทิเกรตแตละตัวแปรโดยตรง จํานวนครั้งของการอินทิเกรตมากมายมหาศาลจนแทบเปนไปไมได

ในทางปฏิบัติอยางไรก็ตามเราสามารถเลี่ยงปญหานี้ไดโดยการแทนเสนทางใดๆ ที่เปนไปไดดวย

เสนทางแบบฉบับ ดังแสดงในภาพที่ 3  

 

 

 

                 

 

 

ภาพที ่3  แสดงการแทนเสนทางใดๆที่เปนไปไดดวยเสนทางแบบฉบบั 

 

ตัวอยางเชน ระบบของตัวแกวงกวัดฮารมอนิกเชิงเสนซึ่งมีลากรางเกียนดังนี้ 

                         

)(
2

),,( 222 xxmtxxL ω−= &&                      (3.9) 

 

โดยการแทนเสนทางใด ๆ ที่เปนไปไดดวยเสนทางแบบฉบับ กับสวนที่เบี่ยงเบนไปจาก

เสนทางแบบฉบับ กลาวคือ เราให 

)(tx  

)(tx  

)(ty  

)()()( tytxtx +=  

t 

x 
a 

b 
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 )()()( tytxtx +=                                                   (3.10) 

 

เมื่อ )(tx  และ )(ty  คือเสนทางแบบฉบับ และสวนที่เบี่ยงเบนไปจากเสนทางแบบฉบับ เมื่อแทน

สมการ (3.10) ลงใน (3.8) เราจะไดวา 

 

        [ ]∫
∫

=
−0

0

)(
2),(

222

)(),(

bt

at
abcl

dtyymi
xxSi

etyDeabK
ω&

h
h  

 

                                                       
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= ),(exp),( abclab xxSittF
h

                              (3.11) 

 

 โดยที่ ),( ab ttF คือ พรีแฟกเตอร (prefactor)  ซึ่งเปนปริมาณที่ไมข้ึนอยูกับจุดเริ่มตนและ

จุดปลายของการเคลื่อนที่ของอนุภาค สวน ),( abcl xxS คือแอคชันแบบฉบับ สามารถคํานวณได

โดยใชหลักแหงการกระทําที่นอยที่สุด (the principle of least action) อยางไรก็ตาม แวน เว็ลค

(van Vleck. 1978) และ เพาลี (Pauli.1952)  พบวาในกรณีที่ลากรางเกียนของระบบมีรูปแบบเชิง

คณิตศาสตรเปนกําลังสอง(quadratic) คาพรีแฟกเตอรของระบบสามารถหาไดโดยใชสูตร 

 

2
1

2

),(
2

),( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
= abcl

ba
ab xxS

xx
ittF
hπ

                             (3.12) 

 

 โดยอาศัยสมการ (3.11) และ (3.12) เราจะไดวา ในการคํานวณหาตัวแผกระจายของ

อนุภาคในทางควอนตัมกลับกลายเปนการคํานวณหาเสนทางแบบฉบับแทน 
 
3.2 ฟงกชันคลื่นและพลังงานของอนุภาค 
 พิจารณาสมการ (3.8) อีกครั้งหนึ่ง 

 

                                   
[ ] [ ])(),(

,
txDeabK

b

a

abSi

∫= h                                             (3.13) 

 

เนื่องจาก  [ ] dttxxLtxS
b

a

t

t
∫= ),,()( &  และจากคุณสมบัติของการอินทิเกรตสามารถแบงชวงของการ - 
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อินทิเกรตออกเปนสองสวนได กลาวคือ  

 

[ ] ∫∫∫ +==
b

c

c

a

b

a

t

t

t

t

t

t

dttxxLdttxxLdttxxLabS ),,(),,(),,(, &&&  

 
                       [ ] [ ] [ ]acScbSabS ,,, +=                                                (3.14) 

    

จากสมการ (3.13) และสมการ (3.14) เราจะไดวา 

                              

[ ] [ ] [ ] [ ] c

b

c

c

a

dxtxDcbSitxDacSiabK )(,exp)(,exp),( ∫∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞

∞− hh
 

 

              cdxacKcbK ),(),(∫
∞

∞−

=                                                                (3.15) 

 

 สูตรนี้อาจตีความไดวาอนุภาคเคลื่อนที่จากจุด a ถึงจุด b จะเทากับ (หรือใหผล

เหมือนกับ) อนุภาคเคลื่อนที่จาก a ถึง c แลวจาก c ถึง b แอมปลิจูดของอนุภาคที่เคลื่อนที่จาก a 

ถึง b จะเทากับผลคูณของแอมปลิจูดของแตละชวงของการเดินทางและแอมปลิจูดรวมทั้งหมดของ

อนุภาคที่เคลื่อนที่จาก a ถึง b จึงไดจากการอินทิเกรตตัวแปร cx  กลาวคือ 

 

   ),(),()( acKcbKbcaK =→→  
 

∫
∞

∞−

=→ cdxacKcbKbaK ),(),()(                              (3.16) 

                         

 ในกรณีที่เราไมสนใจวาอนุภาคเริ่มตนมาจากตําแหนงใด ( xa อาจมาจากตําแหนงใดๆก็

ได) K(b,a) ก็จะกลายเปนแอมปลิจูดของความนาจะเปนที่จะพบอนุภาคที่ตําแหนง xb ณ เวลา tb 

แอมปลิจูดดังกลาวนี้ก็คือ ฟงกชันคลื่นนั่นเอง กลาวคือ 

 

                          ),;,(),( aabb txtxKabK =    
  

ดังนัน้ จากสมการ (3.15) หรือ (3.16) ถาไมสนใจตําแหนงเริ่มตน  ),( aa tx  เราจะไดวา 

ไมสนใจตนกําเนิด ),( aa tx  
),( bb txψ  
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∫
∞

∞−

= cccccbbbb dxtxtxtxKtx ),(),;,(),( ψψ                                (3.17) 

                         

สรุปไดวา ถาทราบฟงกชันคลื่น ณ เวลา tc และทราบรูปแบบของตัวแผกระจาย เราก็

สามารถหาฟงกชันคลื่น ณ เวลา t ใด ๆ ได โดยที่  t > tc 

 พิจารณาระบบยืนยง (stationary system) ใดๆ แฮมิลโทเนียนของระบบไมข้ึนตอเวลา

อยางชัดแจง คําตอบหรือผลเฉลยของสมการชโรดิงเจอรคือ 

 

   ),(),( tx
t

itxH ψψ
∂
∂

= h                  (3.18) 

                         

จะอยูในรูป  

 

                                   ∑
−

=
n

n

tEi

n xeCtx n )(),( ψψ h                                         (3.19)  

 

โดยที ่

                                            dxextxC
tEi

nn
n

h)(),( ∗
∞

∞−
∫= ψψ                                  (3.20)  

 

เมื่อแทน Cn ลงในสมการ (3.19 )เราจะได 

  
tEi

n

tEi

n
n

nn exxdextxtx hh
−′

∗
∞

∞−

′′′′= ∑ ∫ )()(),(),( ψψψψ  

 

                       xdtxexx
ttEi

n
n

n
n ′′′′=

′−−∗
∞

∞−
∫∑ ),()()(

)(
ψψψ h                    (3.21) 

 

เปรียบเทยีบสมการ (3.17) กับสมการ (3.21) เราจะไดวา 

   

                     
)(

)()(),;,(
ttEi

n
n

n
nexxtxtxK

′−−∗ ′=′′ ∑ hψψ                                         (3.22) 
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นี่คือตัวแผกระจายของอนุภาคที่มีระดับพลังงานไมตอเนื่อง  สวนในกรณีที่อนุภาคมีระดับพลังงาน

ตอเนื่อง สมการ (3.22) จะกลายเปน 

 

 dkexxtxtxK
ttkEi

kk

))((
)()(),;,(

′−−∗
∞

∞−

′=′′ ∫ hψψ              (3.23) 

 

จะเหน็วาตัวแผกระจายจะใหความรูแกเราเกี่ยวกับฟงกชันคลื่นและพลังงานพรอม ๆ กัน 
 
3.3  การคํานวณหาตัวแผกระจาย 

3.3.1  อนุภาคอิสระ (free particle) 
อนุภาคอิสระหมายถึง อนุภาคที่ไมอยูภายใตอิทธิพลของแรงใด ๆ พลังงานศักยของ

อนุภาคมีคาเปนศูนย  ดังนั้นพลังงานรวมและลากรางเกียนของระบบจะประกอบดวยพลังงานจลน

แตเพียงอยางเดียว กลาวคือ 

 

                                               2

2
1),,( xmtxxL && =                                                  (3.24) 

 

อาศัยสมการ (3.7) ตัวแผกระจายสามารถเขียนไดดังนี ้

 

               
2

121
1

2
10 2

...)(
2

exp...lim),(
n

n

n

i
ii i

mdxdxdxxximabK ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= −

=
−→ ∫∫ ∫ ∑ επεε hh

          (3.25)  

 

พิจารณาสมการ (3.25) จะเห็นวาประกอบไปดวยอินทิกรัลแบบเกาสเซียน (Gaussian integral) 

เปนจํานวนมาก กลาวคือเปนอินทิกรัลในรูปแบบ 

 

                               ∫ − dxax )exp( 2  หรือ ∫ +− dxbxax )exp( 2  

  

เนื่องจากการอินทิเกรตเทอมที่เปนเกาสเซียน ผลลัพธที่ไดกลับมาอยูในรูปเกาสเซียนอีก ดังนั้นเรา

สามารถอินทิเกรตตัวแปรในสมการ (3.25) ทีละตัวแปร พิจารณาการอินทิเกรตตัวแรก 
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          ( ) ( )[ ] 1
2

01
2

122
exp

2
dxxxxx

i
m

i
m

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∫

∞

∞− εεπ hh
  

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
= 2

02

2
1

)(
22

exp
22

xx
i

m
i
m

εεπ hh
               (3.26) 

                 
  อันดับตอไปเราคูณสมการ (3.26) ดวยเทอม 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2

23

2
1

)(
2

exp
2

xx
i
m

i
m

εεπ hh
                               (3.27) 

 

แลวทําการอินทิเกรตโดยให x2 เปนตวัแปร ผลที่ไดจะคลายกับสมการ (3.26) ยกเวนตําแหนง 
2

02 )( xx − ตองเปลี่ยนเปน 2
03 )( xx −   นอกจากนี้เทอม ε2  จะถกูแทนดวย ε3  ในสองตําแหนง 

ผลที่ไดคือ 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
2

03

2
1

)(
32

exp
32

xx
i

m
i
m

εεπ hh
                           (3.28) 

 

โดยวิธกีารดังกลาว หลงัจากที่ไดปฏิบัติเปนจํานวน n-1 คร้ัง เราได 

 

                                          ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
2

0

2
1

)(
2

exp
2

xx
ni

m
ni

m
nεεπ hh

                         (3.29)     

                         

เนื่องจาก abn ttttn −=−= 0ε  ดังนั้น ในที่สุดเราไดตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระ 

 

                            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= 2
2
1

)(
)(2

exp
)(2

),( ab
abab

xx
tti

m
tti

mabK
hhπ

              (3.30)         

 
3.3.2  ฮารมอนิกออสซิลเลเตอรเชิงเสน 

 ฮารมอนิกออสซิลเลเตอรเชิงเสนหรือตัวแกวงกวัดฮารมอนิกหนึ่งมิติมีลากรางเกียนใน

รูปแบบดังนี้ 
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)(
2

),,( 222 xxmtxxL ω−= &&                                       (3.31)      

              

ดังนัน้ตัวแผกระจายสามารถเขียนไดเปน 

 

              [ ]∫ ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

b

a

t

t

txDdtxxmiabK
b

a

)()(
2

exp),( 222 ω&
h

                       (3.32) 

 

เราอาจพจิารณาการอนิทิเกรตขางตนโดยตรงเชนเดยีวกับกรณีของอนุภาคอิสระในทาง

ทฤษฎีแลว เราอาจคํานวณคาอินทกิรัลเหลานี้ได เนื่องจากรูปแบบของการอนิทิเกรตยังคงเปนแบบ

เกาสเซยีน แตในทางปฏิบัติแลวการคํานวณดังกลาวคอนขางยุงยาก จึงขอเสนอวธิีใหมดังไดแสดง

ไวในหวัขอ 3.1  กลาวคือแยกทางเดินแบบฉบับออกจากทางเดนิที่เปนไปไดทั้งหมด วิธีการนี้จะเปน

ประโยชนไมเฉพาะแตปญหาของฮารมอนิกออสซิลเลเตอรเทานัน้ แตจะมีประโยชนตอปญหาอืน่ ๆ 

ที่มีลากรางเกยีนยุงยากกวานี ้

 จากวิชากลศาสตรแบบฉบับ ทางเดินของอนุภาคจะตองสอดคลองสมการลากรางหรือ

สอดคลองหลักแหงการกระทําที่นอยที่สุด (the principle of least action) กลาวในเชิงคณิตศาสตร

เราได 

 

                                  0),,( == ∫ dttxxLS &δδ                                            (3.33)    

 

 ข้ันตอนในการคํานวณหาเสนทางแบบฉบบั x  อาจกระทําไดดังนี ้ สมมติวาเราทาํให

ทางเดินเปลีย่นไปจากทางเดินแบบฉบับเปนจํานวน xδ  เนือ่งจาก 0)()( == ba txtx δδ   ดังนัน้ 

 

                                                     0)()( =−+= xSxxSS δδ                                        (3.34)    

 

กระจาย xδ  ออกเปนอนุกรมกําลัง โดยคิดเฉพาะกําลังที่หนึ่งของ xδ  เราสามารถเขียน 

 

             dttxxxxLxxS
b

a
∫ ++=+ ),,()( δδδ &&  
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              dt
x
Lx

x
LxtxxLxxS

b

a

⎟
⎠
⎞

∂
∂

+⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=+ ∫ δδδ
&

&& ),,()(  

 

           dt
x
Lx

x
LxxSxxS

b

a

⎟
⎠
⎞

∂
∂

+⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=+ ∫ δδδ
&

&)()(                              (3.35)    

 

โดยการอนิทิเกรตบางสวนเราได 

 

dt
x
L

x
L

dt
dx

x
LxS

b

a

t

t

b

a

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

= )(
&

&
&

δδδ                  (3.36)             

                                                                 
เนื่องจาก xδ  ที่จดุปลายทัง้สองมีคาเปนศูนย เทอมแรกทางขวาของสมการ (3.36) จึงมคีาเปนศนูย

ระหวางจุดปลายทัง้สอง xδ  มีคาเทาใดก็ได เงือ่นไข 0=Sδ  จึงสอดคลองกับ 

 

0)( =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

x
L

x
L

dt
d

&
                                           (3.37) 

 

เราเรียกสมการ (3.37)วา  สมการลากราง (Lagrange equation) 

สําหรับกรณีของฮารมอนิกออสซิลเลเตอร สมการ (3.37) กลับกลายเปน 

 

     02 =+ xx ω&&                                                    (3.38) 

 

ผลเฉลยหรือคําตอบทั่วไปของสมการ (3.38) คือ 

 

tBtAx ωω sincos +=                                          (3.39) 

 

เมื่อ A และ B เปนคาคงที่ไมเจาะจง อาศัยเงื่อนไข aa xtx =)(    และ bb xtx =)(  คําตอบ

ของสมการ (3.39) จึงกลายเปน 

 

( ))(sin)(sin
)(sin

1)( ttxttx
tt

tx baab
ab

−+−
−

= ωω
ω

                  (3.40) 
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สมการ (3.40) นี้สามารถนําไปคํานวณหาแอคชันแบบฉบับ Scl ได กลาวคือ 

 

       dtxmxmS
b

a

t

t
cl ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 222

22
ω&                                          (3.41) 

 

เราอาจคํานวณหา Scl โดยการแทนคา 2x&  และ  2x  ที่ไดจากสมการ (3.40) ลงในสมการ  

แลวทําการอินทิเกรต  อยางไรก็ตามการคาํนวณจะสะดวกกวา หากเราอินทิเกรตสมการ (3.41)  

บางสวนเสยีกอน โดยที ่

 

  dtxmxmxxxmS
b

a

b

a

t

t

t

t
cl ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= 2

22
)(

2
ω&&&                          (3.42) 

 

เราจะเห็นวาเทอมที่ 2 ทางดานขวามือของสมการ (3.42) มีคาเปนศูนย เนื่องจาก x  สอดคลอง

สมการ (3.38) ในที่สุดเราได 
 

      ( ))()()()(
2 aabbcl txtxtxtxmS && −=                                 (3.43) 

 

หาคาอนุพันธของ )(tx  เทียบกับเวลา t แลวแทนคา t เทากับ ta และ tb ในที่สุดเราจะได 

 

( )

( )
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

−−
−

=

−−
−

=

aabb
ab

b

abab
ab

a

xttx
tt

tx

ttxx
tt

tx

)(cos
)(sin

)(

)(cos
)(sin

)(

ω
ω

ω

ω
ω

ω

&

&

                     (3.44) 

 

แทนคา )( atx& , )( btx& , )( atx และ )( btx  ลงในสมการ (3.42) เราได 

 

( )baabba
ab

cl xxttxx
tt

mS 2)(cos)(
)(sin2

22 −−+
−

= ω
ω

ω      (3.45) 

 

เมื่อได Scl แลว เราก็สามารถคํานวณหา prefactor โดยใชสูตรของ van Vleck และ Pauli  ไดเลย 



 19 

กลาวคือ โดยอาศัยสมการ (3.12) เราได  

 

2
1

)(sin2
),( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
ab

ab tti
mttF
ωπ
ω

h
      (3.46) 

 

จากสมการ (3.45), (3.46) และอาศัยสมการ (3.11) ในที่สุดเราไดตัวแผกระจายของฮารมอนิกออส

ซิลเลเตอรเชิงเสนดังนี ้

 

  ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= xbxTxx

T
im

Ti
mabK aba 2cos)(

sin2
exp

sin2
),( 222

1

ω
ω

ω
ωπ

ω
hh

          (3.47) 

 

โดยที่  T=tb-ta 

 



บทที่ 4 
ผลการวิจัย 

4.1  ปญหากําแพงศักยอนันต (infinite potential barrier) 
กอนที่จะศึกษาปญหาอนุภาคภายในบอศักยจัตุรัสลึกอนันต จําเปนที่จะตองศึกษา

ปญหาที่งายกวาเสียกอนคือ ปญหากําแพงศักยอนันตซึ่งเปนปญหาของสถานะที่มีขอบเขตไม

จํากัด (unbounded-state problem) ที่งายที่สุดปญหาหนึ่งในวิชากลศาสตรควอนตัม และมัก

ปรากฏเปนตัวอยางแรกๆ ตัวอยางหนึ่งในตํารากลศาสตรควอนตัมเบื้องตนทั่วไป เปนปญหาของ

อนุภาคตัวหนึ่งที่เคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของศักย 

 

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧ >

≤∞

=

00

0

)(

x

x

xV

for

for

                                        (4.1)  

 

สถานะไอเกนโมเมนตมัหรือฟงกชันคลืน่ตอกรณีดังกลาวมิไดเปนไปตามแบบอยางของ

อนุภาคอิสระ ทวากลับมีรูปแบบเปน 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

≤

=
0sin1

00

)(
xpx

x

xp

for

for

hhπψ                              (4.2) 

 
 4.1.1  แอคชันแบบฉบับของอนุภาคภายนอกกาํแพงศักยอนันต 

สําหรับอนุภาคอิสระที่เคลื่อนที่นอกกําแพงศักยสูงอนันต )0( >x  แอคชันแบบฉบับมี

รูปแบบเปน 

 

dttxxLS
b

a

t

t
cl ∫= ),,( &                                (4.3)  

 

เมื่อ 2

2
1 xmL &=                                   
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โดยที่แอคชันแบบฉบับดังกลาวสอดคลองสมการลากราง หรือสอดคลองหลักแหงการกระทําที่นอย

ที่สุด (the principle of least action)( ดังที่ไดกลาวมาแลวในฮารมอนิกออสซิลเลเตอรเชิงเสน 

สมการ (3.33)-(3.37))  ดังนั้น 

 

   0),,( == ∫ dttxxLS
b

a

t

t
cl &δδ                                            (4.4) 

 

แสดงวา   0=
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

x
L

x
L

dt
d

&
 และสามารถหาผลเฉลยของสมการดังนี้ 

 

จาก                                     0=
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

x
L

x
L

dt
d

&
          (4.5) 

 

โดย                    xm
x
L

dt
d

&&
&

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂  

 

และ                  0=
∂
∂

x
L  

 

เมื่อแทนสมการขางตนลงในสมการ (4.5) จะได 

 

                 0=xm &&  
 

หรือ                    0=x&&   

 

ดังนั้น             0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dx

dt
d  

 

            1c
dt
dx

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 

จะได                                               21 ctcx +=                                                               (4.6) 
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หาคาคงที่ 21 ,cc  ไดจากเงื่อนไขเริ่มตน โดยพิจารณาภาพที่ 4 ประกอบ ดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที ่4  แสดงเสนทางแบบฉบับของอนุภาคอิสระ 

 

ให                         bb xtx =)( ;    21 ctcx bb +=                                          (4.7) 

 

และ 

                      aa xtx =)( ;    21 ctcx aa +=                                          (4.8) 

 

จากสมการ (4.7) และสมการ (4.8) จะไดคาคงที่ 21, cc  ดังนี้ 

 

ab

ab

tt
xxc

−
−

=1                                                        (4.9) 

และ      

(xb , tb ) 

(xa , ta ) ta  

tb  

t 

0 xa xb 
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b
ab

ab
b t

tt
xxxc ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−=2                                              (4.10) 

 

เมื่อแทนสมการ (4.9) และสมการ (4.10) ลงในสมการ (4.6) จะได 

 

t
tt
xxx
ab

ab
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=   +
 

b
ab

ab
b t

tt
xxx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−                                 (4.11) 

 

โดยที่ x  ในสมการ (4.11) คือเสนทางแบบฉบับ )(tx  หรือ )(txcl   ดังนั้น 

 

)()( txtx cl= t
tt
xx

ab

ab
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=   +
 

b
ab

ab
b t

tt
xx

x ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−                          (4.12) 

 

และ                     )()( txtx cl&& = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
ab

ab

tt
xx                                             (4.13) 

 

จาก    dttxxLS
b

a

t

t
cl ∫= ),,( &    สําหรับอนุภาคอิสระซึ่งมีลากรางเกียนเปน  2

2
1 xmL &=  ดังนั้น 

 

dtxmS
b

a

t

t
cl

2)(
2
1 &∫=                                                      (4.14) 

 

เมื่อแทนสมการ (4.13)  ลงในสมการ (4.14) จะได 

 

      dt
tt
xxmS
ab

ab
t

t
cl

b

a

2

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= ∫      (4.15) 

 

ดังนัน้ แอคชันแบบฉบับของอนุภาคนอกกาํแพงศกัยอนนัตคือ 

  

ab

ab
cl tt

xxmS
−
−

=
2)(

2
1                                                  (4.16) 
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4.1.2  ตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยอนันต 
 

จาก           
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= ),(exp),(),;,( abclabaabb xxSittFtxtxK
h

                    (4.17) 

 

และ             
2
1

2

),(
2

),( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂
∂

= abcl
ba

ab xxS
xx

ittF
hπ

                                 (4.18) 

 

เมื่อแทนสมการ (4.16)  ลงในสมการ (4.18) จะได 

 

2
1

2
),( ⎟

⎟
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⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
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−
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ab tt
mittF

hπ
                                                  (4.19) 

 

   
2
1

)(2
),( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
ab

ab tti
mttF

hπ
                                                   (4.20) 

 

เมื่อแทนสมการ (4.16) และสมการ (4.20) ลงในสมการ (4.17) จะได   

 

⎭
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aabb tt

xxim
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mtxtxK
hhπ

                  (4.21) 

 

ตัวแผกระจายที่ไดจากสมการ (4.21) เปนตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระที่เคลื่อนที่จาก

ตําแหนง ),( aa tx  ไปยัง ),( bb tx   โดยตรง ซึ่งอิทธิพลของกําแพงศักยสูงอนันตมิไดมีผลตออนุภาค

แตประการใด ตัวแผกระจายดังกลาวจึงไมอาจใชเปนตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพลของ

กําแพงศักยสูงอนันตได 

ในป ค.ศ.1981 กูดแมน (Goodman) จึงไดเสนอวา เสนทางแบบฉบับของอนุภาคที่

เคลื่อนที่จาก ),( aa tx  ไปยัง ),( bb tx  มีไดสองเสนทาง เสนทางแรกคือเสนทางจาก ),( aa tx  ไปยัง 

),( bb tx  โดยตรง สงผลใหไดตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระดังสมการ (4.21) สวนเสนทางที่สอง

อนุภาคเคลื่อนที่จาก ),( aa tx  ไปกระทบผนังกําแพงศักยกอน แลวจึงสะทอนกลับไปยัง ),( bb tx   
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กูดแมนไดแกปญหาเสนทางผานการสะทอนผนังกําแพงศักยดังกลาว โดยอาศัยวิธี

จุดภาพกระจกเงาเพื่อหาเสนทางที่สมมูลกัน กลาวคือ ใหผนังกําแพงศักย (แกน x = 0 ) เปน

กระจกเงาสะทอนจุด ),( aa tx  และ ),( bb tx  ซึ่งเงาของจุดคูดังกลาวคือ ),( aa tx−  และ ),( bb tx−  

ตามลําดับ (ดังแสดงในภาพที่ 5) จะไดวาเสนทางแบบฉบับที่สะทอนผานผนังจะสมมูลกับเสนทาง

แบบฉบับจากจุด ),( aa tx−  ไปยัง ),( bb tx  และ ),( aa tx  ไปยัง ),( bb tx−  สงผลใหตัวแผกระจาย

ที่ผานการสะทอนกลับกลายเปน 

 

    ),;,(),;,( aabbaabb txtxKtxtxK −=−  
 

⎭
⎬
⎫

⎩
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ab tt
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hhπ
                        (4.22)     

 

 

 

 

        

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที ่5  แสดงเสนทางแบบฉบับสองเสนทางที่เชื่อมตอจุด ),( aa tx  และ ),( bb tx      

     พรอมดวยจุดภาพกระจกเงาที่คลองจองกัน 

t 

(xb , tb ) 

(xa , ta ) 

(-xb , tb ) 

(-xa , ta ) 
ta  

tb  

0 xa xb -xa -xb 
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โดยอาศัยวิธีจุดภาพกระจกเงาของกูดแมน ตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระกรณีเคลื่อนที่

ภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยอนันตสามารถเขียนอยูในรูป 

 

  
⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= 2
2
1

)(
)(2

exp
)(2

),;,( ab
abab

aabb xx
tt

im
tti

mtxtxK
hhπ

 

 

                 
⎭
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⎛
−−

−
− 2)(

)(2
exp ab

ab

xx
tt

im
h

                                  (4.23)    

 

หรือ            FaabbFaabbaabb txtxKtxtxKtxtxK ),;,(),;,(),;,( −−=     (4.24) 

 

โดยตัวหอย F บงชี้ถึงตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระ และสาเหตุที่เทอมที่สองของสมการ 

(4.23)หรือ (4.24) มีคาเปนลบนั้น เนื่องจากเปนตัวแผกระจายของอนุภาคที่สะทอนผนังกําแพง

ศักย จะตองคูณดวยตัวประกอบเฟส -1 (ประกอบเฟสดังกลาวเกิดขึ้นจากการสะทอนตรงขอบ

ปลายของฟงกชันคลื่น) 
 
4.2  ปญหาบอศักยจัตุรัสลึกอนันต (infinite square potential well) 

ปญหาบอศักยจัตุรัสลึกอนันตหรืออนุภาคในกลอง เปนปญหาของสถานะที่มีขอบเขต

จํากัด (bounded-state problem) และมักปรากฏเปนตัวอยางในตํารากลศาสตรควอนตัมทั่วไป 

ถัดจากปญหากําแพงศักย เปนปญหาของอนุภาคตัวหนึ่งที่เคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของศักย 

 

  

⎪
⎪
⎩
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                      (4.25)  

 

และฟงกชันคลื่นตอกรณีดังกลาวมีรูปแบบเปน 
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4.2.1  ตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพลของบอศักยจัตุรสัลกึอนันต 
 จากแนวความคิดของกูดแมนที่ไดกลาวมาแลวกอนหนานี้วา เสนทางแบบฉบับของ

อนุภาคประกอบดวยสองเสนทางคือ เสนทางตามแบบอยางของอนุภาคอิสระและเสนทางที่ผาน

การสะทอนกําแพง แตสําหรับบอศักยจัตุรัสลึกอนันต อนุภาคอาจจะกระทบผนังดานหลังหรือ

ดานหนาของกําแพงจากจุด ),( aa tx  แลวสะทอนออกไปยังจุด ),( bb tx  ดวยจํานวนครั้งที่ไม

เจาะจง (an arbitrary number of times)  เมื่อใหผนังกําแพงศักยทั้งสองดานเปนกระจกเงา ดังนั้น

เสนทางแบบฉบับที่เชื่อมตอกับจุดทั้งสองจุดยอมมีจํานวนมากมายมหาศาล และสอดคลองกับ

จุดภาพกระจกเงาที่ตอเนื่องกันจนนับไมถวน(ดังภาพที่ 4.3)  โดยพิกัดของจุดภาพกระจกเงา

ดังกลาวเปนไปตามสมการ 

 

 

⎪
⎪
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      (4.27) 

 

เพื่อให  r  มีคาเดียวกัน สามารถเขียนสมการ (4.27) ไดใหมเปน 
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     (4.28) 

 

เมื่อ r และ L คือ จํานวนครัง้ของการสะทอน และความกวางของบอศักย ตามลําดับ 

อนุภาคที่สะทอนผนังกําแพงศักยเปนเลขคูจะไมมีการเปลี่ยนแปลงเฟส สวนอนุภาคที่

สะทอนผนังกําแพงศักยเปนเลขคี่ตองคูณดวยตัวประกอบเฟส -1  ดังนั้นเมื่อประยุกตสมการ (4.23) 

และ (4.24) จะไดตัวแผกระจายของอนุภาคคือ 
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หรือ 
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ภาพที ่6  แสดงเสนทางแบบฉบับจํานวนมากมายมหาศาลที่เชื่อมตอจุด ),( aa tx  และ ),( bb tx พรอมดวยจุดภาพกระจกเงาที่คลองจองกนั 
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                       (4.30)    

 

เมื่อแทนสมการ (4.28) ลงไป จะได 
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นี่คือ  ตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพลของบอศักยจัตุรัสลึกอนันต 
 

4.2.2  ฟงกชันคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปได 
 การคํานวณหาฟงกชันคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปไดของอนุภาคภายใตอิทธิพลของ

บอศักยจัตุรัสลึกอนันต ตองอาศัยตัวแผกระจายที่ไดจากสมการ (4.31)  และใชสูตร 
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เพื่อใหอยูในรูปแบบอินทิกรัล ตองจัดสมการ (4.31) เสียใหม  กลาวคือ 
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พิจารณาสมการ (4.35) เฉพาะฟงกชนัเลขชี้กําลงั(exponential) แลวเปรียบเทียบกบัสมการ (4.32) 

จะได 

 

m
ttia ab

2
)( −

−=
h   และ   abab xxrLxxrLb −−−+= 2,2           (4.36) 

 

และเขียนสมการ (4.35) เสียใหมใหอยูในรูปของการอินทเิกรตโดยอาศยัสมการ (4.32) และ (4.36) 

พรอมทัง้เปลี่ยนตัวแปรการอนิทิเกรตจาก x เปน  
h

pk =   (เพื่อกาํจัดหนวยที่ปรากฏอยูในฟงกชัน

เลขชี้กําลัง) จะได  
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จากสูตรการรวมแบบปวสซอง (poisson summation formula) ที่แสดงในรูปการแปลงฟ-ู

เรียร (fourier transform) ของฟงกชนัเดลตา (delta function) 
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เมื่อนํามาประยุกตใชกับสมการ (4.44) ในพจน ∑
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นําสมการ (4.46) แทนลงในสมการ(4.44) จะได 
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จากคุณสมบติัของฟงกชันเดลตา ดิเเรก (dirac delta function) 
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δ          (Jeffrey, 1995)               (4.49) 

 

ดังนัน้อาศัยสมการ (4.49) สามารถคาํนวณตัวแผกระจายจากสมการ (4.48) ไดเปน 
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เมื่อจับคูสมการ(4.51) กันเปนคูๆ เชน n = 1 กับ n = -1 เปนตน จะได 

 



 34 

( ) ( )[ ] ( )∑
∞

=

−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

1

sinexpexp)(exp),;,(
n

bnananabnaabb xkxikxikttEi
L
itxtxK

h
 

 
(4.52) 

 
( ) ( ) ( ) ( )∑

∞

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−
=

1
sin

2
expexp

)(exp2),;,(
n

bn
anan

abnaabb xk
i

xikxik
ttEi

L
iitxtxK

h
 

 
(4.53) 

 

( ) ( )∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

1

sinsin)(exp2),;,(
n

bnanabnaabb xkxkttEi
L

txtxK
h

                              (4.54) 

 

ดังนัน้ จะไดตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพลของบอศักยจัตุรัสลึกอนันต 
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และเมื่อนําสมการ (4.55) เปรียบเทียบกับสมการ (3.22) จะไดฟงกชันคลื่นของอนุภาค

ภายใตอิทธิพลของบอศักยจัตุรัสลึกอนันต ดังนี้ 
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พรอมดวยระดบัพลังงานทีเ่ปนไปไดคือ 
22
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⎛==
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hπ  ผลลัพธที่ไดดังกลาว

สอดคลองกันเปนอยางดีกับคาที่ไดโดยการคํานวณดวยสมการชเรอดงิเงอร 

 



บทที่ 5 
สรุปและอภิปรายผล 

ผลเฉลยของปญหาบอศักยจัตุรัสลึกอนันตนั้นเปนที่ทราบกันดีอยูแลว ดังนั้นโดยตัวผล

เฉลยจึงมิไดมีความสําคัญพิเศษแตประการใด ที่สําคัญก็คืออินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมน

สามารถแกปญหาดังกลาวไดหรือไม และสิ่งที่ไดแสดงในการวิจัยนี้คือ การนําแนวคิดวิธีจุดภาพ

ของกระจกเงาไปประยุกตใชกับอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมน โดยศึกษาจากปญหากําแพง

ศักยอนันตกอน กลาวคือ เสนทางแบบฉบับของอนุภาคประกอบดวยสองเสนทาง โดยเสนทางแรก

เปนเสนทางของอนุภาคอิสระที่เคลื่อนที่จากจุดเริ่มตน ),( aa tx  ไปยังจุดปลาย ),( bb tx  โดยตรง 

ในขณะที่เสนทางที่สองนั้นเปนเสนทางที่อนุภาคอิสระเคลื่อนที่จากจุดเริ่มตน ),( aa tx  ไปกระทบ

ผนังกําแพงศักยกอน แลวจึงสะทอนกลับไปยังจุดปลาย ),( bb tx  ซึ่งเสนทางที่สองนั้นสมมูลกับ

เสนทางของอนุภาคอิสระที่เคลื่อนที่จากจุดเริ่มตน ),( aa tx  ไปยังจุด ),( bb tx−  (ดังภาพที่ 5) แต

สําหรับปญหาบอศักยจัตุรัสลึกอนันต อนุภาคอาจจะกระทบผนังดานหลังหรือดานหนาของกําแพง

จากจุด ),( aa tx  แลวสะทอนไปยังจุด ),( bb tx ดวยจํานวนครั้งที่ไมเจาะจง  ดังนั้นเสนทางแบบ

ฉบับที่เชื่อมตอกับจุดทั้งสองจุดยอมมีจํานวนมากมายมหาศาล และสอดคลองกับจุดภาพกระจก

เงาที่ตอเนื่องกันจนนับไมถวน โดยที่จุดภาพกระจกเงาเหลานั้นมีความสัมพันธกัน (ดังภาพที่ 6 ) 

จากแนวคิดดังกลาว ทําใหสามารถคํานวณหาตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพล

ของบอศักยจัตุรัสลึกอนันตไดคือ 
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พรอมทั้งฟงกชันคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปไดคือ 
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⎠
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และ  
22

2
1

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

L
n

mm
p

E n
n

hπ       ตามลําดับ 

นั่นเปนขอดีของตัวแผกระจายที่สามารถใหสถานะเจาะจงโมเมนตัมหรือฟงกชันคลื่นและระดับ  

พลังงานที่เปนไปไดไปพรอมๆ กัน  
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 ผลเฉลยของปญหาบอศักยจัตุรัสลึกอนันตที่ไดนี้สอดคลองกันเปนอยางดีกับผลเฉลยที่ได

โดยการคํานวณดวยวิธีการของชเรอดิงเงอรทุกประการ แตพบวาวิธีการของฟายนแมนยุงยากกวา
และตองใชความรูทางคณิตศาสตรคอนขางมาก ทั้งนี้ทั้งนั้นอาจเปนเพราะวารากฐานทาง

คณิตศาสตรที่ใชในการศึกษาทฤษฎีควอนตัมของชเรอดิงเงอรไดพัฒนาไปไกลกวาอินทิกรัลตาม-

เสนทางของฟายนแมน(วิรุฬห สายคณิต. 2525)  อยางไรก็ตามในบางครั้งเมื่อคํานวณปญหาที่

ยุงยากกวานี้ เชนปญหาที่วิธีการของชเรอดิงเงอรไมสามารถหาคําตอบที่แทจริงได ปรากฏวาวิธกีาร

ของฟายนแมนใหผลที่ดีกวา ทั้งยังเปนทางเลือกใหมในการศึกษาวิชากลศาสตรควอนตัมอีกดวย 
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ภาคผนวก 
 

บอศักยจัตุรัสลึกอนันต 
(infinite square potential well) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ภาคผนวก 

ปญหาอนุภาคในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันต (infinite  square potential well) คือ

ปญหาของอนุภาค(อิเล็กตรอน) มวล m ที่ถูกจํากัดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน x  ระหวาง x = 0 ถึง    

x = L (ดังรูป) และพลังงานศักยของอนุภาคมีคาดังนี้ 
 

                         0)( =xV   เมื่อ  Lx <<0  

                         ∞=)(xV  เมื่อ    0≤x  และ Lx ≥  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที ่7  แสดงบอศักยจัตุรัสลึกอนนัต (ดัดแปลงจาก Liboff. 1996) 

 

เนื่องจาก V  ไมเปนฟงกชันของเวลาเราจงึไดสมการชเรอดิงเงอรที่ไมข้ึนตอเวลา 
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h             (1) 

 

1. พิจารณาภายนอกกลอง  เมื่อ 0≤x , ∞=)(xV    จะได 
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      )()(
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m
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2. พิจารณาภายนอกกลอง  เมื่อ  Lx ≥ , ∞=)(xV  

     เชนเดียวกนั 
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dx
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ดังนัน้ 0)()0( == ΙΙΙΙ Lψψ   ซึง่หมายถงึไมพบหรอืไมมีอนุภาคภายนอกกลอง 

 

3. พิจารณาภายในกลอง  เมื่อ    Lx <<0 , 0)( =xV  

สมการชเรอดงิเงอรเขียนไดเปน 
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หรือเขียนใหมดวยการละตัวหอย(subscript) ไดเปน 
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หรือ                                          0)()( 2
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=+ xkx
dx
d ψψ                                               (4) 
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เมื่อ                                   2
2 2

h

mEk =                                                          (5)     

       

ผลเฉลยทัว่ไปของสมการ(4) คือ 

 

    )cos()sin()( kxBkxAx +=ψ                                   (6) 

  

โดยอาศัยเงื่อนไขขอบเขตตรงรอยตอ  0)0( =ψ   ดังนัน้ 

 

                       )0cos()0sin()0( kBkA +=ψ  
 

                        )0cos()0sin(0 BA +=                                  
 

จะได                                                   0=B                                                                 (7) 

 

เพราะฉะนัน้                                        )sin()( kxAx =ψ                                                      (8) 

 

และอาศัยเงื่อนไขขอบเขต 0)( =Lψ  ดังนัน้ 

 

          0)sin()( == kLALψ  
       

ซึ่งอาจเปนไปไดวา  A = 0 หรือ sinkL แตทวา A เปนศนูยไมได มิฉะนั้น ในกลอง 0)( =xψ  ด้ังนัน้ 

จึงเลือก 

0)sin( =kL  
 

 

ซึ่งเปนไปไดกต็อเมื่อ    πnkL =        เมื่อ n = 1,2,3... 

 

ดังนัน้                                                   
L

nk π
=                                                              (9) 
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และ                      
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L
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แทนคาสมการ (5) ลงไปจะได 
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หรือ                                     
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hπ                                              (11) 

 

นี่คือระดับพลงังานที่เปนไปไดของอนุภาค 

จากสมการ (8) และ (9)  จะได 

 

   )sin()(
L

xnAx πψ =                                               (12) 

 

จะเหน็วา n เปนศูนยไมได เพราะถา n = 0  จะทาํให 0)( =xψ  ทุกตําแหนง  หมายความวาไมมี

อนุภาคอยูภายในกลองเลย  สมการ (12)  อาจเขียนใหมไดเปน 

 

)sin()(
L

xnAxn
πψ =                                               (13) 

 

ตัวหอย (subscript) n คลองจองกับสถานะพลังงานที่ n หรือระดับพลังงานที ่n นั่นเอง 

 สําหรับคาคงตัว A ในสมการ (13)  สามารถหาไดโดยทําสมการ (13) ใหเปนปกติ

(normalize) กลาวคือ 
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จะได                                      
L

A 2
=                                                         (15) 

 

เมื่อแทนลงในสมการ (12)  จะได                               
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และนี่คือ ฟงกชันคลื่นสาํหรบัอนุภาคในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันต  
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