
อินทิกรัลตามเสนทางสําหรับบอศักยจัตุรัสลึกอนันต 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

วิทยา   ทิพยอักษร 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

วิทยานิพนธนี้เปนสวนหนึ่งของการศึกษาตามหลักสูตร 
ปริญญาวิทยาศาสตรมหาบัณฑิต สาขาวิชาฟสิกส 

มหาวิทยาลัยทักษิณ 
2550 



 
 

 
ใบรับรองวิทยานิพนธ 

ปริญญาวิทยาศาสตรมหาบัณฑิต สาขาวิชาฟสิกส 
มหาวิทยาลัยทักษิณ 

 
 ชื่อวิทยานิพนธ : อินทิกรัลตามเสนทางสาํหรับบอศักยจตัุรัสลึกอนันต 

 ชื่อ - สกุลผูทําวิทยานิพนธ : นายวทิยา   ทพิยอักษร 

 อาจารยที่ปรึกษาวทิยานพินธ 

  

………………………………………ประธานที่ปรึกษา 

(รองศาสตราจารย ดร. นิคม  ชูศิริ) 

 

………………………………………กรรมการที่ปรึกษา 

(อาจารย ดร. ประสงค  เกษราธิคุณ) 

 

 

           มหาวทิยาลยัทกัษณิอนุมัติใหรับวิทยานิพนธฉบับนี้ เปนสวนหนึง่ของการศึกษา  

ตามหลกัสูตรปริญญาวิทยาศาสตรมหาบณัฑิต สาขาวชิาฟสิกส มหาวิทยาลัยทักษณิ 

 

 

(รองศาสตราจารย ประดิษฐ  มีสุข) 

คณบดีบัณฑิตวิทยาลัย 

 

สําเร็จการศึกษา เมื่อวนัที.่......เดือน........................พ.ศ........... 

ลิขสิทธิ์ของมหาวิทยาลัยทกัษิณ 



บทคัดยอ 

ไดใชวิธีการอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมนศึกษาอนุภาคภายในบอศักยจัตุรัสลึก-

อนันตในหนึ่งมิติ  โดยคํานวณหาตัวแผกระจายสําหรับบอศักยจัตุรัสลึกอนันตดวยวิธีอินทิกรัลตาม

เสนทางแบบลากรางเกียน  พรอมทั้งไดนําวิธีจุดภาพกระจกเงามาประยุกตใชในการคํานวณหาตัว

แผกระจายดวย  ตัวแผกระจายที่ไดอยูในรูปแบบของผลรวม และจากตัวแผกระจายดังกลาว

สามารถนําไปคํานวณหาฟงกชันคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปไดของอนุภาคที่อยูภายใตอิทธิพล

ของบอศักยจัตุรัสลึกอนันตได 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract 

The Feynman path integral approach was used to study the motion of a particle 

in one dimension in an infinite square potential well. The propagator for this potential  

was calculated by mean of Lagrangian path integral. The image point method was also 

introduced to estimate the propagator. This propagator was not only evaluated in 

summation form, but also could be used to calculate all of wave functions and possible 

energy levels of a particle under  the influence of this potential. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ประกาศคุณูปการ 
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บทที่ 1 
บทนํา 

1.1  ความสําคัญและที่มาของปญหาที่ทําการวิจัย 
 วิชาฟสิกสแบบฉบับ (classical physics) ที่นักวิทยาศาสตรไดคิดคนขึ้นมา  สามารถ

นํามาอธิบายปรากฏการณธรรมชาติจนไดผลอยางดีเลิศจนกระทั่งถึงปลายศตวรรษที่ 19  มี

สาระสําคัญพอสรุปไดดังนี้  ในระบบตางๆทางฟสิกส  ปริมาณทั้งหลายสามารถแทนไดดวยตัวแปร

พลวัต (dynamical variable) ที่มีนิยามแนชัด  โดยตัวแปรเหลานี้ยังแสดงถึงสถานะ (state) ของ

ระบบนั้นในขณะใดขณะหนึ่งดวย สวนสถานะในเวลาใดๆสามารถติดตามได ถาเพียงแตทราบ

สถานะเบื้องตนเทานั้น  หลักการนี้กลาวในเชิงคณิตศาสตรหมายความวาตัวแปรพลวัตเหลานี้

สอดคลองตามสมการเชิงอนุพันธ (differential equation) อันดับที่หนึ่งที่มีตัวแปรเปนรูปของเวลา  

ดังนั้นจุดประสงคของการศึกษาฟสิกสแบบฉบับคือ  ความพยายามที่จะแสวงหาตัวแปรพลวตัตางๆ 

ที่สอดคลองตามสมการ แลวใชสมการแหงการเคลื่อนที่ (equation of motion) เหลานี้มาทํานาย

ปรากฏการณธรรมชาติ 

นับต้ังแตนิวตันไดคิดคนวิชากลศาสตร (mechanics) เพื่อศึกษาปรากฏการณธรรมชาติ

ของวัตถุหรือระบบวัตถุขนาดใหญที่เกิดขึ้นมาจากแรงที่กระทําตอวัตถุนั้น ยังไมเคยปรากฏวามี

ปรากฏการณใดขัดแยงกับหลักสําคัญดังกลาวขางตน แมมีปรากฏการณใหมๆ ที่ยุงยากเกิดขึ้นก็

สามารถแกปญหาไดดวยการเพิ่มหรือดัดแปลงตัวแปรหรือเพิ่มสมการใหม นอกจากยังไมมี

ปรากฏการณใดที่มาขัดแยงกับหลักสําคัญนี้แลว  ในทางตรงกันขามฟสิกสแบบฉบับไดกาวหนา

ตอไปอยางไมหยุดยั้ง  ทั้งยังขจัดความขัดแยงและความยุงยากของวิชาใหมีความตอเนื่องกันเปน

อยางดี  ความกาวหนาดังกลาวไดเจริญรุดหนาไปเรื่อยๆ จนถึงป ค.ศ. 1900  ซึ่งเปนปเร่ิมตนมี

อุปสรรคเกิดขึ้น  ปญหานี้เกิดขึ้นเนื่องจากเราไดเขาไปสูปรากฏการณธรรมชาติที่มีขนาดเล็กใน

ระดับอะตอมหรือเล็กกวาอะตอม  ในระดับนี้หลักตางๆ ที่มีอยูในฟสิกสแบบฉบับไมอาจนํามาใชได  

การอธิบายปรากฏการณเหลานี้ตองอาศัยหลักฟสิกสแนวใหม  สําหรับการคนพบฟสิกสแนวใหม

เกิดขึ้นหลายระยะและมีบุคคลหลายกลุมเกี่ยวของดวย  ทวาจุดเริ่มตนที่ถือวาเปนการคนพบฟสิกส

แนวใหมคือป  ค.ศ. 1925  หรือเปนปแหงการคนพบวิชากลศาสตรควอนตัม  (quantum -

mechanics) อันเปนวิชากลศาสตรพื้นฐานแนวใหมที่ใชแกปญหาตางๆ ในระดับอะตอม 

ผูที่ประสบความสําเร็จเปนคนแรกคือ ไฮเซนเบอรก (Heisenberg)  ไฮเซนเบอรกไดอาศัย

หลักการคลองจองและคณิตศาสตรแบบใหมที่เรียกวา เมตริกซ (matrix) เขามาชวยในการ

พิจารณาปญหา  ทําใหเกิดวิชากลศาสตรควอนตัมแบบใหมเรียกวา กลศาสตรเมตริกซ (matrix- 
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mechanics)  เมื่อนําไปแกปญหาตางๆทางฟสิกสพบวาใหผลดีเกินคาด แตเนื่องวิชากลศาสตร

ควอนตัมแบบนี้ใชภาษาทางคณิตศาสตรที่นักฟสิกสสวนใหญไมคุนเคย  จึงเปนเรื่องยากที่จะเขาใจ

ความหมายที่แทจริงของทฤษฎีนี้  ดังนั้นจึงไมเปนที่นิยมในหมูนักฟสิกส  อยางไรก็ตามปญหา

ความยุงยากดังกลาวไดคลี่คลายลง เมื่อในปเดียวกัน  ชเรอดิงเงอร (Schrodinger) ไดคนพบวิชา

กลศาสตรควอนตัมอีกรูปแบบหนึ่งซึ่งเรียกวา กลศาสตรเชิงคลื่น (wave mechanics) หลักการ

ของชเรอดิงเงอรคือ อนุภาคที่มีขนาดเล็กในระดับอะตอมหรือเล็กกวาจะมีพฤติกรรมแบบคลื่น

(สสาร) ตําแหนงและโมเมนตัมของอนุภาคจึงไมอาจทํานายไดแนนอน แตจะสอดคลองกับหลัก

ความไมแนนอนของไฮเซนเบอรก ดังนั้นเราจึงไมกลาวถึงเสนทางเดินของอนุภาคเลยเพราะไม

สามารถหาได  ปริมาณตางๆ ที่สังสรรคอยูกับอนุภาคสามารถสืบสาวไดจากฟงกชันคลื่น (wave - 

function) ที่สมนัยกับอนุภาคนั้น โดยฟงกชันคลื่นที่กลาวถึงนี้จะตองสอดคลองกับสมการชเรอดิง-

เงอร (Schrodinger  equation) ที่มีตัวแปรเปนตําแหนงและเวลาซึ่งเขียนไดดังนี้ 
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  เมื่อ 2∇  และ  ),,,( tzyxV  เปนตัวดําเนินการลาปลาเซียนและพลังงานศักยของอนภุาค

ตามลําดับ  

 หรือในกรณีเมื่อพลังงานศักยไมข้ึนตอเวลาอยางชัดแจงกลาวคือ ),,( zyxVV =

สมการชเรอดิงเงอร (1.1) จะลดรูปไปสู 
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และเรียกสมการ( 1.2) นี้วา สมการชเรอดงิเงอรที่ไมข้ึนตอเวลา  

กลศาสตรควอนตัมในแบบของชเรอดิงเงอรสามารถนํามาประยุกตและใชแกปญหาตางๆ

ทางควอนตัมไดดีเชน ปญหากําแพงศักยอนันต  ปญหาอนุภาคในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันต  

ฮารมอนิกออสซิลเลเตอร  หรือแมแตปญหาอิเล็กตรอนในศักยคูลอมบของอะตอมไฮโดรเจนก็

สามารถคํานวณไดโดยไมยาก ทําใหวิธีการของชเรอดิงเงอรเปนที่นิยมในหมูนักฟสิกสดังจะเห็นได

ตามตําราควอนตัมตางๆ   
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กลศาสตรควอนตัมทั้งสองแบบที่กลาวมาขางตนจะแทนปริมาณตางๆ ในฟสิกสหรือตัว

แปรพลวัตดวยตัวดําเนินการ (operator) แทนที่จะเปนปริมาณที่มีคาเปนตัวเลขธรรมดาซึ่งจะ

สะดวกในการทํานายปรากฏการณตางๆ  ดังนั้นในป ค.ศ. 1948  ฟายนแมน จึงไดเสนอกลศาสตร

ควอนตัมแนวใหมอีกรูปแบบหนึ่งที่ปราศจากตัวดําเนินการและถือเปนพัฒนาการของวิชากล-

ศาสตรควอนตัมในระดับหนึ่งคือ ทฤษฎีการอินทิเกรตตามเสนทาง (path integration theory) หรือ

อินทิกรัลตามเสนทาง (path integral) ที่สามารถพิสูจนไดวาเหมือนกับกลศาสตรควอนตัมของชเรอ

ดิงเงอรทุกประการ (วิรุฬห สายคณิต. 2525)  แตวิธีการของฟายนแมนสามารถเขาถึงองคความรู

ของระบบอนุภาคดวยวิธีที่แตกตางไปจากวิธีการของชเรอดิงเงอร กลาวคือวิธีการของฟายนแมน

คํานวณหาตัวแผกระจาย (propagator) ของอนุภาค แทนที่จะเปนฟงกชันคลื่น โดยตัวแผกระจาย

นี้ไดบรรจุความรูเกี่ยวกับระบบไวอยางครบถวน อาทิ มีรายละเอียดเกี่ยวกับฟงกชันคลื่น พลังงาน 

และโอกาสที่จะพบอนุภาค ณ ตําแหนงตางๆ เปนตน ยิ่งไปกวานั้นถาทราบตัวแผกระจายของ

อนุภาค เราสามารถนําไปสูปริมาณทางกายภาพอื่นๆ ไดอีก เชน ความหนาแนนสถานะ ฟงกชัน

พารทิชัน หรือปริมาณทางกายภาพที่สามารถวัดไดโดยตรง เชน ความนําไฟฟา ความนําความรอน 

หรือแมแตความสามารถในการดูดกลืนแสง เปนตน 

ความแตกตางโดยสิ้นเชิงระหวางวิธีการของชเรอดิงเงอรและวิธีการของฟายนแมนก็คือ 

วิธีการของชเรอดิงเงอรใชวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธคํานวณหาฟงกชันคลื่นออกมา ในขณะที่

วิธีการของฟายนแมนใชการอินทิเกรตตามเสนทางคํานวณหาตัวแผกระจายออกมา วิธีการทั้งสอง

มีความยากงายแตกตางกันขึ้นอยูกับรูปแบบของปญหา อยางไรก็ตามพบวาวิธีการของฟายนแมน

กลับขาดประสิทธิภาพในการแกปญหาบางอยางเชน ปญหาอนุภาคในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึก-

อนันต ซึ่งเปนปญหาพื้นฐานทางวิชากลศาสตรควอนตัมที่สามารถคํานวณไดโดยงายดวยวิธีการ

ของชเรอดิงเงอร  (ดูรายละเอียดในภาคผนวก)  ดังนั้นผูวิจัยจึงคิดวานาจะใชทางเลือกใหมในการ

เขาถึงความรูของปญหาดังกลาว โดยใชวิธีการอินทิเกรตตามเสนทางคํานวณหาตัวแผกระจาย

ออกมา หลังจากนั้นปริมาณทางกายภาพอื่นๆ เชน ฟงกชันคลื่นหรือระดับพลังงานที่เปนไปไดก็

นาจะสามารถหาไดโดยไมยาก 
 
1.2  วัตถุประสงค 

1.2.1  เพื่อศึกษาทฤษฎีการอินทิเกรตตามเสนทางของฟายนแมน 

1.2.2  เพื่อคํานวณหาตัวแผกระจายของอนุภาคภายในบอศักยจัตุรัสลึกอนันต 

1.2.3  เพื่อคํานวณหาฟงกชันคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปไดของอนุภาคภายในบอ

ศักยจัตุรัสลึกอนันต แลวเปรียบเทียบกับวิธีการของชเรอดิงเงอร 
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1.3  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
1.3.1  ทําใหเขาใจวิธีการอินทิเกรตตามเสนทางของฟายนแมน ซึง่อาจนําไปแกปญหา

ระบบอนุภาคที่อยูภายใตสนามหรือแรงในรูปแบบอื่นๆ ได 

1.3.2  ทําใหทราบรูปแบบเชิงคณิตศาสตรของตัวแผกระจาย  ฟงกชนัคลื่นและระดับ

พลังงานที่เปนไปได ของอนุภาคภายในบอศักยจัตุรัสลึกอนันต 
   
1.4  ขอบเขตของการวิจัย 
 การวิจยันี้มุงเนนศึกษาอนุภาค(อิเล็กตรอน) ที่อยูภายในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันต   

ปริมาณหลักทีต่องการคํานวณคือ ตัวแผกระจาย ฟงกชนัคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปได 
 
1.5  ระยะเวลาที่ทําการวิจัย 

ประมาณ 18 เดือน ต้ังแตเดอืนพฤศจกิายน 2548 ถึงเดอืนเมษายน 2550 
 



บทที่ 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

หลักจากฟายนแมน ไดเสนอกลศาสตรควอนตัมแนวใหมในรูปแบบของอินทิกรัลตาม

เสนทางหรือการรวมเสนทางเดินที่เปนไปไดทั้งหมดของอนุภาคโดยการคํานวณหาตัวแผกระจาย

(propagator) นับต้ังแตนั้นเปนตนมากลศาสตรควอนตัมตามแบบฉบับฟายนแมนไดรับความสนใจ

จากนักฟสิกสเปนจํานวนมาก ทั้งนี้เนื่องจากไดรับการพิสูจนวาอินทิกรัลตามเสนทางดังกลาวมี

ประโยชนตอวงการฟสิกสหลายสาขา  เมื่อนําทฤษฎีของฟายนแมนมาแกปญหาพื้นฐานทางกล-

ศาสตรควอนตัมเชน ปญหาอนุภาคอิสระ ฮารมอนิกฮอสซิลเลเตอร หรือปญหาอนุภาคภายใต

อิทธิพลของสนามไฟฟาที่มีคาคงที่ (เอกพัน จันผง. 2548)  ปรากฏวาสามารถคํานวณตัวแผ

กระจายออกมา ตลอดจนหาฟงกชันคลื่นและระดับพลังของอนุภาคได และยังพิสูจนไดวาไดผล

เหมือนกับทฤษฎีของชเรอดิงเงอรทุกประการ  แตอยางไรก็ตามยังมีขอเท็จจริงที่นาประหลาดใจเปน

อยางยิ่งวาทฤษฎีของฟายนแมนกลับขาดประสิทธิภาพในการแกปญหาบางปญหาเชน ปญหา

อิเล็กตรอนในศักยคูลอมบของอะตอมโดรเจน ปญหากําแพงศักยอนันต และปญหาอนุภาคใน

กลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันต เปนตน ซึ่งปญหาเหลานี้สามารถคํานวณไดไมยากเมื่อใชทฤษฎี

ของชโรดิงเจอร 

นักวิจัยทั้งในประเทศและตางประเทศพยามที่จะแกปญหาขางตน พอจะสรุปไดดังนี้  

2.1  ปญหาอิเล็กตรอนในศักยคูลอมบ  
โฮ และ อิโนะมาตะ (Ho and  Inomata. 1982 ) ประสบความสําเร็จในการสรางรูปแบบ

อินทิกรัลตามเสนทางของอะตอมไฮโดรเจน  โดยสามารถคํานวณฟงกชันกรีน (Green’s  function) 

หรือตัวแผกระจายของอิเล็กตรอนในรูปแบบที่กระชับได  จากฟงกชันกรีนดังกลาว นิคม ชูศิริ และ 

วิรุฬห สายคณิต (Choosiri  and  Sayakanit. 1984) สามารถคํานวณฟงกชันคลื่นและพลังงานที่

เปนไปไดของอะตอมไฮโดรเจนสามมิติได  ตอมา ไคลเนอรท (Kleinert. 1998)  สามารถใชตัวแทน

อวกาศโมเมนตัม (momentum space representation ) กับอินทิกรัลตามเสนทางแกปญหาของ

อะตอมไฮโดรเจนได    
 
2.2  ปญหากําแพงศักยอนันต   

กูดแมน (Goodman. 1981)  ไดนําเสนอวิธีจุดภาพกระจกเงา (image  point  method) 

ไปประยุกตใชกับอินทิกรัลตามเสนทางของอนุภาคภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยอนันต โดย

สามารถคํานวณตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตกําแพงศักยดังกลาวได และจากตัวแผกระจาย
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ดังกลาว อัฏฐชัย ถาวรสุวรรณ, วิทยา ทิพยอักษร และ นิคม ชูศิริ (2549)  สามารถคํานวณฟงกชัน

คลื่นและระดับพลังงานของอนุภาคได และยังพบวาวิธีจุดภาพกระจกเงาสามารถนําไปประยุกตใช

กับปญหาอนุภาคในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันตไดอีกดวย 

นอกจากนี้ยังมีงานวิจัยที่พยายามศึกษาอนุภาคที่ถูกกระทําดวยแรงหลายๆแรง เชน นคิม 

ชูศิริ (2539) ไดศึกษาอินทิกรัลตามสนทางอนุภาคไฟฟาภายใตแรงฮารมอนิกและสนามแมเหล็ก

คงที่ โดยสามารถคํานวณตัวแผกระจายออกมาได ตอมาก็สามารถคํานวณตัวแผกระจายของ

อนุภาค(อิเล็กตรอน)ภายใตอิทธิพลของแรงฮารมอนิก  สนามไฟฟาคงที่และสนามแมเหล็ก

สม่ําเสมอได(นิคม ชูศิริ. 2540)  ยิ่งไปกวานั้น นิคม ชูศิริ (2541) ประสบความสําเร็จในศึกษา

อินทิกรัลตามเสนทางของอิเล็กตรอนภายใตอิทธิพลของแรงฮารมอนิก  สนามแมเหล็ก สนามไฟฟา 

และศักยที่ไรระเบียบ( disorder potential ) รวมทั้งยังคํานวณความหนาแนนสถานะและระดับ

พลังงานของอิเล็กตรอนได 

จากที่กลาวมาทั้งหมด จะเห็นวาทฤษฎีการอินทิเกรตตามเสนทางหรืออินทิกรัลตาม

เสนทางสามารถนํามาประยุกตและแกปญหาตางๆทางควอนตัมได  ถึงแมในบางปญหาจะเปนไป

ไดยากก็ตามและอาจจะตองใชความรูทางคณิตศาสตรชั้นสูง แตนักวิจัยก็พยายามจนสําเร็จลุลวง 

ดังนั้นการใชทฤษฎีดังกลาวเพื่อศึกษาปญหาอนุภาคในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันตซึ่งเปน

ปญหาพื้นฐานทางกลศาสตรควอนตัมโดยประยุกตวิธีจุดภาพกระจกเงา เพื่อคํานวณหาตัวแผ

กระจาย ตลอดจนฟงกชันคลื่นและพลังงานที่เปนไปไดของอนุภาคก็นาจะทําไดไมยาก 

 



บทที่ 3 
ทฤษฎีการอินทิเกรตตามเสนทาง 

3.1  ทฤษฎีการอินทิเกรตตามเสนทางเบื้องตน 
 ฟายนแมนสังเกตวาถาตองการศึกษาพฤติกรรมของอิเล็กตรอน อาจใชวิธีการของชเรอ-

ดิงเงอรเพื่อหาแอมปลิจูดของความนาจะเปน (probability amplitude) ของอิเล็กตรอนที่ประพฤติ

ตัวเปนคลื่น แตจากการวิเคราะหปญหาเกี่ยวกับธรรมชาติของการเปนไปไดทั้งคลื่นและอนุภาค

แสดงวาแอมปลิจูดของคลื่นของอิเล็กตรอนนั้นอาจคํานวณไดโดยถือวาอิเล็กตรอนเปนอนุภาค 

(Feynman. 1956) 

พิจารณาอนุภาคตัวหนึ่งเคลื่อนที่จากจุด a ณ เวลา ta ไปยังจุด b ณ เวลา tb ในกล

ศาสตรแบบฉบับ (classical mechanics) สามารถบอกตําแหนงของอนุภาคที่เวลาใดๆได นั่นคือ 

เราทราบเสนทางที่แนนอนของอนุภาคซึ่งมีอยูเสนทางเดียว แตในทางควอนตัมไมสามารถบอก

ตําแหนงของอนุภาคไดแนนอน เราบอกไดเพียงโอกาสของความนาจะเปนเทานั้น ฟายนแมนพบวา

เสนทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคมีไดหลายเสนทางนอกเหนือจากเสนทางแบบฉบับ(classical 

path) ดังแสดงในภาพที่ 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที ่1  แสดงเสนทางที่เปนไปไดกับเสนทางแบบฉบับ 

 

ฟายนแมนยังพบอีกวาแอมปลิจูดของความนาจะเปนสมนัยกับเสนทางใดมีรูปแบบเชิง

คณิตศาสตรดังนี้ 
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โดยที ่

               [ ] dttxxLtxS
b

a

t

t
∫= ),,()( &                                                   (3.2) 

 

และลากรางเกียน                      

   )(
2
1),,( 2 xVxmtxxL −= &&            (3.3)  

                         

 ฟายนแมนไดใหนิยามแอมปลิจูดของความนาจะเปนที่อนุภาคจะเคลื่อนที่จากจุด a ณ 

เวลา  ta ไปยังจุด b ณ เวลา tb ไวดังนี้ 

 

 [ ] [ ] [ ])(
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 b  a
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  →  →

== φ                        (3.4) 

 

และเรียกแอมปลิจูดของความนาจะเปนนี้วา ตัวแผกระจาย(propagator or transition amplitude) 

(บางตําราอาจเขียนเปน  aabb txtx ,, หรือ ),;,( aabb txtxK ) เนื่องจากจํานวนเสนทางทั้งหมด

ระหวางจุด a  กับจุด b มีจํานวนมหาศาลจนนับไมถวน ในการรวมแอมปลิจูดตามสมการ (3.4) จึง

เปนเรื่องยุงยากจนแทบเปนไปไมได เพื่อแกปญหาดังกลาว ฟายนแมนจึงเปลี่ยนการบวกหรือ

ผลบวก (summation ) ในสมการ (3.4) เปนการอินทิเกรตแทนดวยวิธีการดังนี้ 

 แบงชวงเวลาจาก  ta ถึง tb ออกเปนชวงยอย ๆและกวางเทาๆกันเปนจํานวน n ชวง โดยที่  

tn - tn-1= tn-1 - tn-2=...= ti - ti-1=...= t2  - t1= t1 - t0=ε  เมื่อ t0= ta , tn= tb , x(t0) = xa  และ x(tn) = xb 

โดยการแบงเชนนี้ ทําใหเราไดเวลาเปนชุด  ti ซึ่งมีระยะหางเทากับ ε  แตละ ti เราอาจเลือก xi ที่

คลองจองกับ ti หนึ่งจุด โดยการเชื่อมโยงจุดเหลานั้นดวยเสนตรง เราจะไดเสนทางเดินของอนุภาค

หนึ่งเสนทาง ดังแสดงในภาพที่ 2 ในการเดินทางของอนุภาคจากจุด xi ไปยังจุด xi+1 แอมปลิจูดของ

ความนาจะเปนจะมีคาประมาณดังนี้ 

 

         [ ]⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≈ ++ iiii xxSi

A
xxK ,exp1),( 11

h
 

 

                                                ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−

≈ +++ ε
ε

)
2

,
2

,(exp1 111 iiiiii ttxxxx
Li

A h
         (3.5) 
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ภาพที ่2  แสดงการคํานวณเสนทางของอนภุาคโดยแบงทางเดนิออกเปนเสนทางยอยๆ 

 

แอมปลิจูดของความนาจะเปนในการเดินทางของอนุภาคจากจุด a ไปยังจุด b โดยใชเสนทางดัง

แสดงในภาพที่ 2 คือ 

 

         [ ] ),()...,()...,(),()( 011211 xxKxxKxxKxxKtx iinnnn −−−−≈φ  
 

  ∏
−

=
−=

1

1
1),(

n

i
ii xxK                                  (3.6) 

 

จากสมการ (3.5) และ (3.6) เราจะไดวาผลรวมของการมีสวนรวม (contribution) จากแตละ

เสนทางสามารถหาไดโดยการอินทิเกรตสมการ (3.6) กลาวคือ 

 

            [ ] 121

1

1
10

...),(...lim)(),( −

−

=
−→

→
∫∫ ∫∏∑ == n

n

i
ii

ba
dxdxdxxxKtxabK

ε
φ  

 

A
dx

A
dx

A
dx

A
dx

A
dxttxxxxLi nni

i

iii 1221111111

0
......)

2
,

2
,(exp...lim −−+++

→ ∫∫ ∫ ∑ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++−
=

ε
ε

ε h
 

      (3.7)    

ε

xa xi xi+1 xb 

ta 

tb 

ti 

ti+1 

t 

x 
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โดยที่ A เปนคาคงที่ พบวามีคาเปน
2
1

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

m
i επ h สมการ(3.7) สามารถเขียนใหอยูในรูปที่กะทัดรัด

กวาดังนี้ 

                                                
[ ] [ ])(),(

,
txDeabK

b

a

abSi

∫= h                                              (3.8)    

  

ซึ่งรูจักกันดีในนามของอินทิกรัลตามเสนทาง (path integral) หรือการอินทิเกรตตาม

เสนทาง (path integration) พิจารณาสมการ (3.7) จะเห็นวาการคํานวณตัวแผกระจายนั้น ความ

ยากงายในการคํานวณขึ้นอยูกับรูปแบบเชิงคณิตศาสตรของลากรางเกียนของระบบ ถาหากทําการ

อินทิเกรตแตละตัวแปรโดยตรง จํานวนครั้งของการอินทิเกรตมากมายมหาศาลจนแทบเปนไปไมได

ในทางปฏิบัติอยางไรก็ตามเราสามารถเลี่ยงปญหานี้ไดโดยการแทนเสนทางใดๆ ที่เปนไปไดดวย

เสนทางแบบฉบับ ดังแสดงในภาพที่ 3  

 

 

 

                 

 

 

ภาพที ่3  แสดงการแทนเสนทางใดๆที่เปนไปไดดวยเสนทางแบบฉบบั 

 

ตัวอยางเชน ระบบของตัวแกวงกวัดฮารมอนิกเชิงเสนซึ่งมีลากรางเกียนดังนี้ 

                         

)(
2

),,( 222 xxmtxxL ω−= &&                      (3.9) 

 

โดยการแทนเสนทางใด ๆ ที่เปนไปไดดวยเสนทางแบบฉบับ กับสวนที่เบี่ยงเบนไปจาก

เสนทางแบบฉบับ กลาวคือ เราให 

)(tx  

)(tx  

)(ty  

)()()( tytxtx +=  

t 

x 
a 

b 
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 )()()( tytxtx +=                                                   (3.10) 

 

เมื่อ )(tx  และ )(ty  คือเสนทางแบบฉบับ และสวนที่เบี่ยงเบนไปจากเสนทางแบบฉบับ เมื่อแทน

สมการ (3.10) ลงใน (3.8) เราจะไดวา 

 

        [ ]∫
∫

=
−0

0

)(
2),(

222

)(),(

bt

at
abcl

dtyymi
xxSi

etyDeabK
ω&

h
h  

 

                                                       
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= ),(exp),( abclab xxSittF
h

                              (3.11) 

 

 โดยที่ ),( ab ttF คือ พรีแฟกเตอร (prefactor)  ซึ่งเปนปริมาณที่ไมข้ึนอยูกับจุดเริ่มตนและ

จุดปลายของการเคลื่อนที่ของอนุภาค สวน ),( abcl xxS คือแอคชันแบบฉบับ สามารถคํานวณได

โดยใชหลักแหงการกระทําที่นอยที่สุด (the principle of least action) อยางไรก็ตาม แวน เว็ลค

(van Vleck. 1978) และ เพาลี (Pauli.1952)  พบวาในกรณีที่ลากรางเกียนของระบบมีรูปแบบเชิง

คณิตศาสตรเปนกําลังสอง(quadratic) คาพรีแฟกเตอรของระบบสามารถหาไดโดยใชสูตร 

 

2
1

2

),(
2

),( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
= abcl

ba
ab xxS

xx
ittF
hπ

                             (3.12) 

 

 โดยอาศัยสมการ (3.11) และ (3.12) เราจะไดวา ในการคํานวณหาตัวแผกระจายของ

อนุภาคในทางควอนตัมกลับกลายเปนการคํานวณหาเสนทางแบบฉบับแทน 
 
3.2 ฟงกชันคลื่นและพลังงานของอนุภาค 
 พิจารณาสมการ (3.8) อีกครั้งหนึ่ง 

 

                                   
[ ] [ ])(),(

,
txDeabK

b

a

abSi

∫= h                                             (3.13) 

 

เนื่องจาก  [ ] dttxxLtxS
b

a

t

t
∫= ),,()( &  และจากคุณสมบัติของการอินทิเกรตสามารถแบงชวงของการ - 
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อินทิเกรตออกเปนสองสวนได กลาวคือ  

 

[ ] ∫∫∫ +==
b

c

c

a

b

a

t

t

t

t

t

t

dttxxLdttxxLdttxxLabS ),,(),,(),,(, &&&  

 
                       [ ] [ ] [ ]acScbSabS ,,, +=                                                (3.14) 

    

จากสมการ (3.13) และสมการ (3.14) เราจะไดวา 

                              

[ ] [ ] [ ] [ ] c

b

c

c

a

dxtxDcbSitxDacSiabK )(,exp)(,exp),( ∫∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞

∞− hh
 

 

              cdxacKcbK ),(),(∫
∞

∞−

=                                                                (3.15) 

 

 สูตรนี้อาจตีความไดวาอนุภาคเคลื่อนที่จากจุด a ถึงจุด b จะเทากับ (หรือใหผล

เหมือนกับ) อนุภาคเคลื่อนที่จาก a ถึง c แลวจาก c ถึง b แอมปลิจูดของอนุภาคที่เคลื่อนที่จาก a 

ถึง b จะเทากับผลคูณของแอมปลิจูดของแตละชวงของการเดินทางและแอมปลิจูดรวมทั้งหมดของ

อนุภาคที่เคลื่อนที่จาก a ถึง b จึงไดจากการอินทิเกรตตัวแปร cx  กลาวคือ 

 

   ),(),()( acKcbKbcaK =→→  
 

∫
∞

∞−

=→ cdxacKcbKbaK ),(),()(                              (3.16) 

                         

 ในกรณีที่เราไมสนใจวาอนุภาคเริ่มตนมาจากตําแหนงใด ( xa อาจมาจากตําแหนงใดๆก็

ได) K(b,a) ก็จะกลายเปนแอมปลิจูดของความนาจะเปนที่จะพบอนุภาคที่ตําแหนง xb ณ เวลา tb 

แอมปลิจูดดังกลาวนี้ก็คือ ฟงกชันคลื่นนั่นเอง กลาวคือ 

 

                          ),;,(),( aabb txtxKabK =    
  

ดังนัน้ จากสมการ (3.15) หรือ (3.16) ถาไมสนใจตําแหนงเริ่มตน  ),( aa tx  เราจะไดวา 

ไมสนใจตนกําเนิด ),( aa tx  
),( bb txψ  
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∫
∞

∞−

= cccccbbbb dxtxtxtxKtx ),(),;,(),( ψψ                                (3.17) 

                         

สรุปไดวา ถาทราบฟงกชันคลื่น ณ เวลา tc และทราบรูปแบบของตัวแผกระจาย เราก็

สามารถหาฟงกชันคลื่น ณ เวลา t ใด ๆ ได โดยที่  t > tc 

 พิจารณาระบบยืนยง (stationary system) ใดๆ แฮมิลโทเนียนของระบบไมข้ึนตอเวลา

อยางชัดแจง คําตอบหรือผลเฉลยของสมการชโรดิงเจอรคือ 

 

   ),(),( tx
t

itxH ψψ
∂
∂

= h                  (3.18) 

                         

จะอยูในรูป  

 

                                   ∑
−

=
n

n

tEi

n xeCtx n )(),( ψψ h                                         (3.19)  

 

โดยที ่

                                            dxextxC
tEi

nn
n

h)(),( ∗
∞

∞−
∫= ψψ                                  (3.20)  

 

เมื่อแทน Cn ลงในสมการ (3.19 )เราจะได 

  
tEi

n

tEi

n
n

nn exxdextxtx hh
−′

∗
∞

∞−

′′′′= ∑ ∫ )()(),(),( ψψψψ  

 

                       xdtxexx
ttEi

n
n

n
n ′′′′=

′−−∗
∞

∞−
∫∑ ),()()(

)(
ψψψ h                    (3.21) 

 

เปรียบเทยีบสมการ (3.17) กับสมการ (3.21) เราจะไดวา 

   

                     
)(

)()(),;,(
ttEi

n
n

n
nexxtxtxK

′−−∗ ′=′′ ∑ hψψ                                         (3.22) 
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นี่คือตัวแผกระจายของอนุภาคที่มีระดับพลังงานไมตอเนื่อง  สวนในกรณีที่อนุภาคมีระดับพลังงาน

ตอเนื่อง สมการ (3.22) จะกลายเปน 

 

 dkexxtxtxK
ttkEi

kk

))((
)()(),;,(

′−−∗
∞

∞−

′=′′ ∫ hψψ              (3.23) 

 

จะเหน็วาตัวแผกระจายจะใหความรูแกเราเกี่ยวกับฟงกชันคลื่นและพลังงานพรอม ๆ กัน 
 
3.3  การคํานวณหาตัวแผกระจาย 

3.3.1  อนุภาคอิสระ (free particle) 
อนุภาคอิสระหมายถึง อนุภาคที่ไมอยูภายใตอิทธิพลของแรงใด ๆ พลังงานศักยของ

อนุภาคมีคาเปนศูนย  ดังนั้นพลังงานรวมและลากรางเกียนของระบบจะประกอบดวยพลังงานจลน

แตเพียงอยางเดียว กลาวคือ 

 

                                               2

2
1),,( xmtxxL && =                                                  (3.24) 

 

อาศัยสมการ (3.7) ตัวแผกระจายสามารถเขียนไดดังนี ้

 

               
2

121
1

2
10 2

...)(
2

exp...lim),(
n

n

n

i
ii i

mdxdxdxxximabK ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= −

=
−→ ∫∫ ∫ ∑ επεε hh

          (3.25)  

 

พิจารณาสมการ (3.25) จะเห็นวาประกอบไปดวยอินทิกรัลแบบเกาสเซียน (Gaussian integral) 

เปนจํานวนมาก กลาวคือเปนอินทิกรัลในรูปแบบ 

 

                               ∫ − dxax )exp( 2  หรือ ∫ +− dxbxax )exp( 2  

  

เนื่องจากการอินทิเกรตเทอมที่เปนเกาสเซียน ผลลัพธที่ไดกลับมาอยูในรูปเกาสเซียนอีก ดังนั้นเรา

สามารถอินทิเกรตตัวแปรในสมการ (3.25) ทีละตัวแปร พิจารณาการอินทิเกรตตัวแรก 
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          ( ) ( )[ ] 1
2

01
2

122
exp

2
dxxxxx

i
m

i
m

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∫

∞

∞− εεπ hh
  

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
= 2

02

2
1

)(
22

exp
22

xx
i

m
i
m

εεπ hh
               (3.26) 

                 
  อันดับตอไปเราคูณสมการ (3.26) ดวยเทอม 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2

23

2
1

)(
2

exp
2

xx
i
m

i
m

εεπ hh
                               (3.27) 

 

แลวทําการอินทิเกรตโดยให x2 เปนตวัแปร ผลที่ไดจะคลายกับสมการ (3.26) ยกเวนตําแหนง 
2

02 )( xx − ตองเปลี่ยนเปน 2
03 )( xx −   นอกจากนี้เทอม ε2  จะถกูแทนดวย ε3  ในสองตําแหนง 

ผลที่ไดคือ 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
2

03

2
1

)(
32

exp
32

xx
i

m
i
m

εεπ hh
                           (3.28) 

 

โดยวิธกีารดังกลาว หลงัจากที่ไดปฏิบัติเปนจํานวน n-1 คร้ัง เราได 

 

                                          ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
2

0

2
1

)(
2

exp
2

xx
ni

m
ni

m
nεεπ hh

                         (3.29)     

                         

เนื่องจาก abn ttttn −=−= 0ε  ดังนั้น ในที่สุดเราไดตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระ 

 

                            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= 2
2
1

)(
)(2

exp
)(2

),( ab
abab

xx
tti

m
tti

mabK
hhπ

              (3.30)         

 
3.3.2  ฮารมอนิกออสซิลเลเตอรเชิงเสน 

 ฮารมอนิกออสซิลเลเตอรเชิงเสนหรือตัวแกวงกวัดฮารมอนิกหนึ่งมิติมีลากรางเกียนใน

รูปแบบดังนี้ 
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)(
2

),,( 222 xxmtxxL ω−= &&                                       (3.31)      

              

ดังนัน้ตัวแผกระจายสามารถเขียนไดเปน 

 

              [ ]∫ ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

b

a

t

t

txDdtxxmiabK
b

a

)()(
2

exp),( 222 ω&
h

                       (3.32) 

 

เราอาจพจิารณาการอนิทิเกรตขางตนโดยตรงเชนเดยีวกับกรณีของอนุภาคอิสระในทาง

ทฤษฎีแลว เราอาจคํานวณคาอินทกิรัลเหลานี้ได เนื่องจากรูปแบบของการอนิทิเกรตยังคงเปนแบบ

เกาสเซยีน แตในทางปฏิบัติแลวการคํานวณดังกลาวคอนขางยุงยาก จึงขอเสนอวธิีใหมดังไดแสดง

ไวในหวัขอ 3.1  กลาวคือแยกทางเดินแบบฉบับออกจากทางเดนิที่เปนไปไดทั้งหมด วิธีการนี้จะเปน

ประโยชนไมเฉพาะแตปญหาของฮารมอนิกออสซิลเลเตอรเทานัน้ แตจะมีประโยชนตอปญหาอืน่ ๆ 

ที่มีลากรางเกยีนยุงยากกวานี ้

 จากวิชากลศาสตรแบบฉบับ ทางเดินของอนุภาคจะตองสอดคลองสมการลากรางหรือ

สอดคลองหลักแหงการกระทําที่นอยที่สุด (the principle of least action) กลาวในเชิงคณิตศาสตร

เราได 

 

                                  0),,( == ∫ dttxxLS &δδ                                            (3.33)    

 

 ข้ันตอนในการคํานวณหาเสนทางแบบฉบบั x  อาจกระทําไดดังนี ้ สมมติวาเราทาํให

ทางเดินเปลีย่นไปจากทางเดินแบบฉบับเปนจํานวน xδ  เนือ่งจาก 0)()( == ba txtx δδ   ดังนัน้ 

 

                                                     0)()( =−+= xSxxSS δδ                                        (3.34)    

 

กระจาย xδ  ออกเปนอนุกรมกําลัง โดยคิดเฉพาะกําลังที่หนึ่งของ xδ  เราสามารถเขียน 

 

             dttxxxxLxxS
b

a
∫ ++=+ ),,()( δδδ &&  
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              dt
x
Lx

x
LxtxxLxxS

b

a

⎟
⎠
⎞

∂
∂

+⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=+ ∫ δδδ
&

&& ),,()(  

 

           dt
x
Lx

x
LxxSxxS

b

a

⎟
⎠
⎞

∂
∂

+⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=+ ∫ δδδ
&

&)()(                              (3.35)    

 

โดยการอนิทิเกรตบางสวนเราได 

 

dt
x
L

x
L

dt
dx

x
LxS

b

a

t

t

b

a

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

= )(
&

&
&

δδδ                  (3.36)             

                                                                 
เนื่องจาก xδ  ที่จดุปลายทัง้สองมีคาเปนศูนย เทอมแรกทางขวาของสมการ (3.36) จึงมคีาเปนศนูย

ระหวางจุดปลายทัง้สอง xδ  มีคาเทาใดก็ได เงือ่นไข 0=Sδ  จึงสอดคลองกับ 

 

0)( =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

x
L

x
L

dt
d

&
                                           (3.37) 

 

เราเรียกสมการ (3.37)วา  สมการลากราง (Lagrange equation) 

สําหรับกรณีของฮารมอนิกออสซิลเลเตอร สมการ (3.37) กลับกลายเปน 

 

     02 =+ xx ω&&                                                    (3.38) 

 

ผลเฉลยหรือคําตอบทั่วไปของสมการ (3.38) คือ 

 

tBtAx ωω sincos +=                                          (3.39) 

 

เมื่อ A และ B เปนคาคงที่ไมเจาะจง อาศัยเงื่อนไข aa xtx =)(    และ bb xtx =)(  คําตอบ

ของสมการ (3.39) จึงกลายเปน 

 

( ))(sin)(sin
)(sin

1)( ttxttx
tt

tx baab
ab

−+−
−

= ωω
ω

                  (3.40) 
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สมการ (3.40) นี้สามารถนําไปคํานวณหาแอคชันแบบฉบับ Scl ได กลาวคือ 

 

       dtxmxmS
b

a

t

t
cl ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 222

22
ω&                                          (3.41) 

 

เราอาจคํานวณหา Scl โดยการแทนคา 2x&  และ  2x  ที่ไดจากสมการ (3.40) ลงในสมการ  

แลวทําการอินทิเกรต  อยางไรก็ตามการคาํนวณจะสะดวกกวา หากเราอินทิเกรตสมการ (3.41)  

บางสวนเสยีกอน โดยที ่

 

  dtxmxmxxxmS
b

a

b

a

t

t

t

t
cl ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= 2

22
)(

2
ω&&&                          (3.42) 

 

เราจะเห็นวาเทอมที่ 2 ทางดานขวามือของสมการ (3.42) มีคาเปนศูนย เนื่องจาก x  สอดคลอง

สมการ (3.38) ในที่สุดเราได 
 

      ( ))()()()(
2 aabbcl txtxtxtxmS && −=                                 (3.43) 

 

หาคาอนุพันธของ )(tx  เทียบกับเวลา t แลวแทนคา t เทากับ ta และ tb ในที่สุดเราจะได 

 

( )

( )
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

−−
−

=

−−
−

=

aabb
ab

b

abab
ab

a

xttx
tt

tx

ttxx
tt

tx

)(cos
)(sin

)(

)(cos
)(sin

)(

ω
ω

ω

ω
ω

ω

&

&

                     (3.44) 

 

แทนคา )( atx& , )( btx& , )( atx และ )( btx  ลงในสมการ (3.42) เราได 

 

( )baabba
ab

cl xxttxx
tt

mS 2)(cos)(
)(sin2

22 −−+
−

= ω
ω

ω      (3.45) 

 

เมื่อได Scl แลว เราก็สามารถคํานวณหา prefactor โดยใชสูตรของ van Vleck และ Pauli  ไดเลย 
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กลาวคือ โดยอาศัยสมการ (3.12) เราได  

 

2
1

)(sin2
),( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
ab

ab tti
mttF
ωπ
ω

h
      (3.46) 

 

จากสมการ (3.45), (3.46) และอาศัยสมการ (3.11) ในที่สุดเราไดตัวแผกระจายของฮารมอนิกออส

ซิลเลเตอรเชิงเสนดังนี ้

 

  ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= xbxTxx

T
im

Ti
mabK aba 2cos)(

sin2
exp

sin2
),( 222

1

ω
ω

ω
ωπ

ω
hh

          (3.47) 

 

โดยที่  T=tb-ta 

 



บทที่ 4 
ผลการวิจัย 

4.1  ปญหากําแพงศักยอนันต (infinite potential barrier) 
กอนที่จะศึกษาปญหาอนุภาคภายในบอศักยจัตุรัสลึกอนันต จําเปนที่จะตองศึกษา

ปญหาที่งายกวาเสียกอนคือ ปญหากําแพงศักยอนันตซึ่งเปนปญหาของสถานะที่มีขอบเขตไม

จํากัด (unbounded-state problem) ที่งายที่สุดปญหาหนึ่งในวิชากลศาสตรควอนตัม และมัก

ปรากฏเปนตัวอยางแรกๆ ตัวอยางหนึ่งในตํารากลศาสตรควอนตัมเบื้องตนทั่วไป เปนปญหาของ

อนุภาคตัวหนึ่งที่เคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของศักย 

 

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧ >

≤∞

=

00

0

)(

x

x

xV

for

for

                                        (4.1)  

 

สถานะไอเกนโมเมนตมัหรือฟงกชันคลืน่ตอกรณีดังกลาวมิไดเปนไปตามแบบอยางของ

อนุภาคอิสระ ทวากลับมีรูปแบบเปน 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

≤

=
0sin1

00

)(
xpx

x

xp

for

for

hhπψ                              (4.2) 

 
 4.1.1  แอคชันแบบฉบับของอนุภาคภายนอกกาํแพงศักยอนันต 

สําหรับอนุภาคอิสระที่เคลื่อนที่นอกกําแพงศักยสูงอนันต )0( >x  แอคชันแบบฉบับมี

รูปแบบเปน 

 

dttxxLS
b

a

t

t
cl ∫= ),,( &                                (4.3)  

 

เมื่อ 2

2
1 xmL &=                                   
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โดยที่แอคชันแบบฉบับดังกลาวสอดคลองสมการลากราง หรือสอดคลองหลักแหงการกระทําที่นอย

ที่สุด (the principle of least action)( ดังที่ไดกลาวมาแลวในฮารมอนิกออสซิลเลเตอรเชิงเสน 

สมการ (3.33)-(3.37))  ดังนั้น 

 

   0),,( == ∫ dttxxLS
b

a

t

t
cl &δδ                                            (4.4) 

 

แสดงวา   0=
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

x
L

x
L

dt
d

&
 และสามารถหาผลเฉลยของสมการดังนี้ 

 

จาก                                     0=
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

x
L

x
L

dt
d

&
          (4.5) 

 

โดย                    xm
x
L

dt
d

&&
&

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂  

 

และ                  0=
∂
∂

x
L  

 

เมื่อแทนสมการขางตนลงในสมการ (4.5) จะได 

 

                 0=xm &&  
 

หรือ                    0=x&&   

 

ดังนั้น             0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dx

dt
d  

 

            1c
dt
dx

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 

จะได                                               21 ctcx +=                                                               (4.6) 
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หาคาคงที่ 21 ,cc  ไดจากเงื่อนไขเริ่มตน โดยพิจารณาภาพที่ 4 ประกอบ ดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที ่4  แสดงเสนทางแบบฉบับของอนุภาคอิสระ 

 

ให                         bb xtx =)( ;    21 ctcx bb +=                                          (4.7) 

 

และ 

                      aa xtx =)( ;    21 ctcx aa +=                                          (4.8) 

 

จากสมการ (4.7) และสมการ (4.8) จะไดคาคงที่ 21, cc  ดังนี้ 

 

ab

ab

tt
xxc

−
−

=1                                                        (4.9) 

และ      

(xb , tb ) 

(xa , ta ) ta  

tb  

t 

0 xa xb 
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b
ab

ab
b t

tt
xxxc ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−=2                                              (4.10) 

 

เมื่อแทนสมการ (4.9) และสมการ (4.10) ลงในสมการ (4.6) จะได 

 

t
tt
xxx
ab

ab
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=   +
 

b
ab

ab
b t

tt
xxx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−                                 (4.11) 

 

โดยที่ x  ในสมการ (4.11) คือเสนทางแบบฉบับ )(tx  หรือ )(txcl   ดังนั้น 

 

)()( txtx cl= t
tt
xx

ab

ab
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=   +
 

b
ab

ab
b t

tt
xx

x ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−                          (4.12) 

 

และ                     )()( txtx cl&& = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
ab

ab

tt
xx                                             (4.13) 

 

จาก    dttxxLS
b

a

t

t
cl ∫= ),,( &    สําหรับอนุภาคอิสระซึ่งมีลากรางเกียนเปน  2

2
1 xmL &=  ดังนั้น 

 

dtxmS
b

a

t

t
cl

2)(
2
1 &∫=                                                      (4.14) 

 

เมื่อแทนสมการ (4.13)  ลงในสมการ (4.14) จะได 

 

      dt
tt
xxmS
ab

ab
t

t
cl

b

a

2

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= ∫      (4.15) 

 

ดังนัน้ แอคชันแบบฉบับของอนุภาคนอกกาํแพงศกัยอนนัตคือ 

  

ab

ab
cl tt

xxmS
−
−

=
2)(

2
1                                                  (4.16) 
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4.1.2  ตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยอนันต 
 

จาก           
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= ),(exp),(),;,( abclabaabb xxSittFtxtxK
h

                    (4.17) 

 

และ             
2
1

2

),(
2

),( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂
∂

= abcl
ba

ab xxS
xx

ittF
hπ

                                 (4.18) 

 

เมื่อแทนสมการ (4.16)  ลงในสมการ (4.18) จะได 

 

2
1

2
),( ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
ab

ab tt
mittF

hπ
                                                  (4.19) 

 

   
2
1

)(2
),( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
ab

ab tti
mttF

hπ
                                                   (4.20) 

 

เมื่อแทนสมการ (4.16) และสมการ (4.20) ลงในสมการ (4.17) จะได   

 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
)(
)(

2
exp

)(2
),;,(

22
1

ab

ab

ab
aabb tt

xxim
tti

mtxtxK
hhπ

                  (4.21) 

 

ตัวแผกระจายที่ไดจากสมการ (4.21) เปนตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระที่เคลื่อนที่จาก

ตําแหนง ),( aa tx  ไปยัง ),( bb tx   โดยตรง ซึ่งอิทธิพลของกําแพงศักยสูงอนันตมิไดมีผลตออนุภาค

แตประการใด ตัวแผกระจายดังกลาวจึงไมอาจใชเปนตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพลของ

กําแพงศักยสูงอนันตได 

ในป ค.ศ.1981 กูดแมน (Goodman) จึงไดเสนอวา เสนทางแบบฉบับของอนุภาคที่

เคลื่อนที่จาก ),( aa tx  ไปยัง ),( bb tx  มีไดสองเสนทาง เสนทางแรกคือเสนทางจาก ),( aa tx  ไปยัง 

),( bb tx  โดยตรง สงผลใหไดตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระดังสมการ (4.21) สวนเสนทางที่สอง

อนุภาคเคลื่อนที่จาก ),( aa tx  ไปกระทบผนังกําแพงศักยกอน แลวจึงสะทอนกลับไปยัง ),( bb tx   
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กูดแมนไดแกปญหาเสนทางผานการสะทอนผนังกําแพงศักยดังกลาว โดยอาศัยวิธี

จุดภาพกระจกเงาเพื่อหาเสนทางที่สมมูลกัน กลาวคือ ใหผนังกําแพงศักย (แกน x = 0 ) เปน

กระจกเงาสะทอนจุด ),( aa tx  และ ),( bb tx  ซึ่งเงาของจุดคูดังกลาวคือ ),( aa tx−  และ ),( bb tx−  

ตามลําดับ (ดังแสดงในภาพที่ 5) จะไดวาเสนทางแบบฉบับที่สะทอนผานผนังจะสมมูลกับเสนทาง

แบบฉบับจากจุด ),( aa tx−  ไปยัง ),( bb tx  และ ),( aa tx  ไปยัง ),( bb tx−  สงผลใหตัวแผกระจาย

ที่ผานการสะทอนกลับกลายเปน 

 

    ),;,(),;,( aabbaabb txtxKtxtxK −=−  
 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
)(
)(

2
exp

)(2

22
1

ab

ab

ab tt
xxim

tti
m

hhπ
                        (4.22)     

 

 

 

 

        

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที ่5  แสดงเสนทางแบบฉบับสองเสนทางที่เชื่อมตอจุด ),( aa tx  และ ),( bb tx      

     พรอมดวยจุดภาพกระจกเงาที่คลองจองกัน 

t 

(xb , tb ) 

(xa , ta ) 

(-xb , tb ) 

(-xa , ta ) 
ta  

tb  

0 xa xb -xa -xb 
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โดยอาศัยวิธีจุดภาพกระจกเงาของกูดแมน ตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระกรณีเคลื่อนที่

ภายใตอิทธิพลของกําแพงศักยอนันตสามารถเขียนอยูในรูป 

 

  
⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= 2
2
1

)(
)(2

exp
)(2

),;,( ab
abab

aabb xx
tt

im
tti

mtxtxK
hhπ

 

 

                 
⎭
⎬
⎫
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
− 2)(

)(2
exp ab

ab

xx
tt

im
h

                                  (4.23)    

 

หรือ            FaabbFaabbaabb txtxKtxtxKtxtxK ),;,(),;,(),;,( −−=     (4.24) 

 

โดยตัวหอย F บงชี้ถึงตัวแผกระจายของอนุภาคอิสระ และสาเหตุที่เทอมที่สองของสมการ 

(4.23)หรือ (4.24) มีคาเปนลบนั้น เนื่องจากเปนตัวแผกระจายของอนุภาคที่สะทอนผนังกําแพง

ศักย จะตองคูณดวยตัวประกอบเฟส -1 (ประกอบเฟสดังกลาวเกิดขึ้นจากการสะทอนตรงขอบ

ปลายของฟงกชันคลื่น) 
 
4.2  ปญหาบอศักยจัตุรัสลึกอนันต (infinite square potential well) 

ปญหาบอศักยจัตุรัสลึกอนันตหรืออนุภาคในกลอง เปนปญหาของสถานะที่มีขอบเขต

จํากัด (bounded-state problem) และมักปรากฏเปนตัวอยางในตํารากลศาสตรควอนตัมทั่วไป 

ถัดจากปญหากําแพงศักย เปนปญหาของอนุภาคตัวหนึ่งที่เคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของศักย 
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และฟงกชันคลื่นตอกรณีดังกลาวมีรูปแบบเปน 
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4.2.1  ตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพลของบอศักยจัตุรสัลกึอนันต 
 จากแนวความคิดของกูดแมนที่ไดกลาวมาแลวกอนหนานี้วา เสนทางแบบฉบับของ

อนุภาคประกอบดวยสองเสนทางคือ เสนทางตามแบบอยางของอนุภาคอิสระและเสนทางที่ผาน

การสะทอนกําแพง แตสําหรับบอศักยจัตุรัสลึกอนันต อนุภาคอาจจะกระทบผนังดานหลังหรือ

ดานหนาของกําแพงจากจุด ),( aa tx  แลวสะทอนออกไปยังจุด ),( bb tx  ดวยจํานวนครั้งที่ไม

เจาะจง (an arbitrary number of times)  เมื่อใหผนังกําแพงศักยทั้งสองดานเปนกระจกเงา ดังนั้น

เสนทางแบบฉบับที่เชื่อมตอกับจุดทั้งสองจุดยอมมีจํานวนมากมายมหาศาล และสอดคลองกับ

จุดภาพกระจกเงาที่ตอเนื่องกันจนนับไมถวน(ดังภาพที่ 4.3)  โดยพิกัดของจุดภาพกระจกเงา

ดังกลาวเปนไปตามสมการ 
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เพื่อให  r  มีคาเดียวกัน สามารถเขียนสมการ (4.27) ไดใหมเปน 
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เมื่อ r และ L คือ จํานวนครัง้ของการสะทอน และความกวางของบอศักย ตามลําดับ 

อนุภาคที่สะทอนผนังกําแพงศักยเปนเลขคูจะไมมีการเปลี่ยนแปลงเฟส สวนอนุภาคที่

สะทอนผนังกําแพงศักยเปนเลขคี่ตองคูณดวยตัวประกอบเฟส -1  ดังนั้นเมื่อประยุกตสมการ (4.23) 

และ (4.24) จะไดตัวแผกระจายของอนุภาคคือ 
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ภาพที ่6  แสดงเสนทางแบบฉบับจํานวนมากมายมหาศาลที่เชื่อมตอจุด ),( aa tx  และ ),( bb tx พรอมดวยจุดภาพกระจกเงาที่คลองจองกนั 
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เมื่อแทนสมการ (4.28) ลงไป จะได 
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นี่คือ  ตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพลของบอศักยจัตุรัสลึกอนันต 
 

4.2.2  ฟงกชันคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปได 
 การคํานวณหาฟงกชันคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปไดของอนุภาคภายใตอิทธิพลของ

บอศักยจัตุรัสลึกอนันต ตองอาศัยตัวแผกระจายที่ไดจากสมการ (4.31)  และใชสูตร 
 

                            a
b

ibxax e
a

dxe 4

2

2

∫
∞

∞−

±

−
=

π              หรือ 

 

∫
∞

∞−

±−
= dxeae ibxaxa

b
2

2

4

π
         (Gradshteyn. 1965)               (4.32) 

 

เพื่อใหอยูในรูปแบบอินทิกรัล ตองจัดสมการ (4.31) เสียใหม  กลาวคือ 
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พิจารณาสมการ (4.35) เฉพาะฟงกชนัเลขชี้กําลงั(exponential) แลวเปรียบเทียบกบัสมการ (4.32) 

จะได 

 

m
ttia ab

2
)( −

−=
h   และ   abab xxrLxxrLb −−−+= 2,2           (4.36) 

 

และเขียนสมการ (4.35) เสียใหมใหอยูในรูปของการอินทเิกรตโดยอาศยัสมการ (4.32) และ (4.36) 

พรอมทัง้เปลี่ยนตัวแปรการอนิทิเกรตจาก x เปน  
h

pk =   (เพื่อกาํจัดหนวยที่ปรากฏอยูในฟงกชัน

เลขชี้กําลัง) จะได  
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จากสูตรการรวมแบบปวสซอง (poisson summation formula) ที่แสดงในรูปการแปลงฟ-ู

เรียร (fourier transform) ของฟงกชนัเดลตา (delta function) 
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เมื่อนํามาประยุกตใชกับสมการ (4.44) ในพจน ∑
∞

−∞=

−
r

irLp )2exp(
h

 จะได 

 

 ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−

rr

LrpiirLp
hh π

π2exp)2exp(  

  

                  ∑
∞

−∞=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

n L
np

L
hh πδπ                                                       (4.46) 



 33 

นําสมการ (4.46) แทนลงในสมการ(4.44) จะได 
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จากคุณสมบติัของฟงกชันเดลตา ดิเเรก (dirac delta function) 
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ดังนัน้อาศัยสมการ (4.49) สามารถคาํนวณตัวแผกระจายจากสมการ (4.48) ไดเปน 
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เมื่อจับคูสมการ(4.51) กันเปนคูๆ เชน n = 1 กับ n = -1 เปนตน จะได 
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ดังนัน้ จะไดตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพลของบอศักยจัตุรัสลึกอนันต 
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และเมื่อนําสมการ (4.55) เปรียบเทียบกับสมการ (3.22) จะไดฟงกชันคลื่นของอนุภาค

ภายใตอิทธิพลของบอศักยจัตุรัสลึกอนันต ดังนี้ 
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พรอมดวยระดบัพลังงานทีเ่ปนไปไดคือ 
22
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mm
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hπ  ผลลัพธที่ไดดังกลาว

สอดคลองกันเปนอยางดีกับคาที่ไดโดยการคํานวณดวยสมการชเรอดงิเงอร 

 



บทที่ 5 
สรุปและอภิปรายผล 

ผลเฉลยของปญหาบอศักยจัตุรัสลึกอนันตนั้นเปนที่ทราบกันดีอยูแลว ดังนั้นโดยตัวผล

เฉลยจึงมิไดมีความสําคัญพิเศษแตประการใด ที่สําคัญก็คืออินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมน

สามารถแกปญหาดังกลาวไดหรือไม และสิ่งที่ไดแสดงในการวิจัยนี้คือ การนําแนวคิดวิธีจุดภาพ

ของกระจกเงาไปประยุกตใชกับอินทิกรัลตามเสนทางของฟายนแมน โดยศึกษาจากปญหากําแพง

ศักยอนันตกอน กลาวคือ เสนทางแบบฉบับของอนุภาคประกอบดวยสองเสนทาง โดยเสนทางแรก

เปนเสนทางของอนุภาคอิสระที่เคลื่อนที่จากจุดเริ่มตน ),( aa tx  ไปยังจุดปลาย ),( bb tx  โดยตรง 

ในขณะที่เสนทางที่สองนั้นเปนเสนทางที่อนุภาคอิสระเคลื่อนที่จากจุดเริ่มตน ),( aa tx  ไปกระทบ

ผนังกําแพงศักยกอน แลวจึงสะทอนกลับไปยังจุดปลาย ),( bb tx  ซึ่งเสนทางที่สองนั้นสมมูลกับ

เสนทางของอนุภาคอิสระที่เคลื่อนที่จากจุดเริ่มตน ),( aa tx  ไปยังจุด ),( bb tx−  (ดังภาพที่ 5) แต

สําหรับปญหาบอศักยจัตุรัสลึกอนันต อนุภาคอาจจะกระทบผนังดานหลังหรือดานหนาของกําแพง

จากจุด ),( aa tx  แลวสะทอนไปยังจุด ),( bb tx ดวยจํานวนครั้งที่ไมเจาะจง  ดังนั้นเสนทางแบบ

ฉบับที่เชื่อมตอกับจุดทั้งสองจุดยอมมีจํานวนมากมายมหาศาล และสอดคลองกับจุดภาพกระจก

เงาที่ตอเนื่องกันจนนับไมถวน โดยที่จุดภาพกระจกเงาเหลานั้นมีความสัมพันธกัน (ดังภาพที่ 6 ) 

จากแนวคิดดังกลาว ทําใหสามารถคํานวณหาตัวแผกระจายของอนุภาคภายใตอิทธิพล

ของบอศักยจัตุรัสลึกอนันตไดคือ 
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พรอมทั้งฟงกชันคลื่นและระดับพลังงานที่เปนไปไดคือ 
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และ  
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hπ       ตามลําดับ 

นั่นเปนขอดีของตัวแผกระจายที่สามารถใหสถานะเจาะจงโมเมนตัมหรือฟงกชันคลื่นและระดับ  

พลังงานที่เปนไปไดไปพรอมๆ กัน  
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 ผลเฉลยของปญหาบอศักยจัตุรัสลึกอนันตที่ไดนี้สอดคลองกันเปนอยางดีกับผลเฉลยที่ได

โดยการคํานวณดวยวิธีการของชเรอดิงเงอรทุกประการ แตพบวาวิธีการของฟายนแมนยุงยากกวา
และตองใชความรูทางคณิตศาสตรคอนขางมาก ทั้งนี้ทั้งนั้นอาจเปนเพราะวารากฐานทาง

คณิตศาสตรที่ใชในการศึกษาทฤษฎีควอนตัมของชเรอดิงเงอรไดพัฒนาไปไกลกวาอินทิกรัลตาม-

เสนทางของฟายนแมน(วิรุฬห สายคณิต. 2525)  อยางไรก็ตามในบางครั้งเมื่อคํานวณปญหาที่

ยุงยากกวานี้ เชนปญหาที่วิธีการของชเรอดิงเงอรไมสามารถหาคําตอบที่แทจริงได ปรากฏวาวิธกีาร

ของฟายนแมนใหผลที่ดีกวา ทั้งยังเปนทางเลือกใหมในการศึกษาวิชากลศาสตรควอนตัมอีกดวย 

 

 

  

 

 



 

 

 

 

 

 

 

บรรณานุกรม 

 



บรรณานุกรม 

นิคม  ชูศิริ.  (2539).  อินทกิรัลตามเสนทางของอนุภาคไฟฟาภายใตแรงฮารมอนกิและ     

สนามแมเหลก็คงที.่  รายงานการวิจัย. สงขลา : มหาวทิยาลัยศรีนครนิทรวโิรฒ ภาคใต. 

นิคม  ชูศิริ.  (2540).  ตัวแผกระจายของอิเล็กตรอนภายใตอิทธิพลของแรงฮารมอนกิ    

 สนามแมเหลก็และสนามไฟฟา.  รายงานการวิจัย.  สงขลา : มหาวทิยาลยัทกัษณิ. 

นิคม  ชูศิริ.  (2541).  อินทกิรัลตามเสนทางของกาซอิเล็กตรอนในระบบสองมิติภายใตอิทธิพลของ 

 แรงฮารมอนกิ สนามแมเหลก็ สนามไฟฟาและศักยที่ไรระเบียบ.  รายงานการวิจยั.  

 สงขลา : มหาวิทยาลัยทักษณิ. 

อัฏฐชัย ถาวรสุวรรณ, วทิยา ทิพยอักษร และ นิคม ชูศิริ.  (2549).  อินทกิรัลตามเสนทางสาํหรับ 

 กําแพงศักยอนันต.  วิทยาศาสตรทักษิณ.  3(1),  63 - 70 

เอกพนั จนัผง.  (2548) .  อินทิเกรตตามเสนทางของอนภุาคไฟฟาภายใตสนามไฟฟาคาคงที.่   
 โครงงานฟสิกส. สงขลา : มหาวิทยาลัยทกัษิณ. 

วิรุฬห  สายคณิต.  (2525).  ทฤษฎีควอนตัม.  กรุงเทพฯ : จุฬาลงกรณมหาวิทยาลยั. 

Choosiri, N. and  Sayakanit, V.  (1984).  Path Integrals of the Hydrogen Atom.  Thai- 

 Journal of Physics.  1(1) ,  1-13. 

Feynman, R.P. and Hibbs, A.R.  (1965).  Quantum Mechanics and Path integrals.   

 New york : McGraw-Hill. 

Goodman, M.  (1981).  Path Integral Solution of the Square Well.  Am.J.Phys.   

 49(9) , 843 – 847. 

Gradshteyn, I.S. and Ryzhik, I.M.  (1965).  Table of  Integrals, Series and Produccts.      

 New York.  Academic Press. 

Ho, R. and Inomata, A.  (1982).  Phys. Rev. Lett.  48(4),  231. 

Hsu, H.P.  (1970).  Fourier Alalysis.  New York.  Simon and Schuster.   

Jeffrey, A.  (1995).  Handbook of Mathematical Formulas and Integrals.  California.  

 Academic Press. 

Kleinert, H.  ( 1999).  Solution of Coulomb Path Integral in Momentum Space.  Physics  

 Letters A.  252 ,  277-280 

Liboff, R.L. (1996).  Introductory Quantum Mechanics.  New York .  Addison-Wesley.   

 



 39 

Pauli, W.  (1952).  Ausgewalte Kapitel de Feldquantiserung(Lecture note).  Zurich : ETH.  

 139. 

van Vleck, J.H.  (1978).  Proc.  Natn.Acad. Sci. 14, 178 

 

                                              

            



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก 
 

บอศักยจัตุรัสลึกอนันต 
(infinite square potential well) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ภาคผนวก 

ปญหาอนุภาคในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันต (infinite  square potential well) คือ

ปญหาของอนุภาค(อิเล็กตรอน) มวล m ที่ถูกจํากัดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน x  ระหวาง x = 0 ถึง    

x = L (ดังรูป) และพลังงานศักยของอนุภาคมีคาดังนี้ 
 

                         0)( =xV   เมื่อ  Lx <<0  

                         ∞=)(xV  เมื่อ    0≤x  และ Lx ≥  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที ่7  แสดงบอศักยจัตุรัสลึกอนนัต (ดัดแปลงจาก Liboff. 1996) 

 

เนื่องจาก V  ไมเปนฟงกชันของเวลาเราจงึไดสมการชเรอดิงเงอรที่ไมข้ึนตอเวลา 
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1. พิจารณาภายนอกกลอง  เมื่อ 0≤x , ∞=)(xV    จะได 
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2. พิจารณาภายนอกกลอง  เมื่อ  Lx ≥ , ∞=)(xV  

     เชนเดียวกนั 
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ดังนัน้ 0)()0( == ΙΙΙΙ Lψψ   ซึง่หมายถงึไมพบหรอืไมมีอนุภาคภายนอกกลอง 

 

3. พิจารณาภายในกลอง  เมื่อ    Lx <<0 , 0)( =xV  

สมการชเรอดงิเงอรเขียนไดเปน 
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หรือเขียนใหมดวยการละตัวหอย(subscript) ไดเปน 
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เมื่อ                                   2
2 2

h

mEk =                                                          (5)     

       

ผลเฉลยทัว่ไปของสมการ(4) คือ 

 

    )cos()sin()( kxBkxAx +=ψ                                   (6) 

  

โดยอาศัยเงื่อนไขขอบเขตตรงรอยตอ  0)0( =ψ   ดังนัน้ 

 

                       )0cos()0sin()0( kBkA +=ψ  
 

                        )0cos()0sin(0 BA +=                                  
 

จะได                                                   0=B                                                                 (7) 

 

เพราะฉะนัน้                                        )sin()( kxAx =ψ                                                      (8) 

 

และอาศัยเงื่อนไขขอบเขต 0)( =Lψ  ดังนัน้ 

 

          0)sin()( == kLALψ  
       

ซึ่งอาจเปนไปไดวา  A = 0 หรือ sinkL แตทวา A เปนศนูยไมได มิฉะนั้น ในกลอง 0)( =xψ  ด้ังนัน้ 

จึงเลือก 

0)sin( =kL  
 

 

ซึ่งเปนไปไดกต็อเมื่อ    πnkL =        เมื่อ n = 1,2,3... 
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และ                      
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แทนคาสมการ (5) ลงไปจะได 
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หรือ                                     
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นี่คือระดับพลงังานที่เปนไปไดของอนุภาค 

จากสมการ (8) และ (9)  จะได 

 

   )sin()(
L

xnAx πψ =                                               (12) 

 

จะเหน็วา n เปนศูนยไมได เพราะถา n = 0  จะทาํให 0)( =xψ  ทุกตําแหนง  หมายความวาไมมี

อนุภาคอยูภายในกลองเลย  สมการ (12)  อาจเขียนใหมไดเปน 

 

)sin()(
L

xnAxn
πψ =                                               (13) 

 

ตัวหอย (subscript) n คลองจองกับสถานะพลังงานที่ n หรือระดับพลังงานที ่n นั่นเอง 

 สําหรับคาคงตัว A ในสมการ (13)  สามารถหาไดโดยทําสมการ (13) ใหเปนปกติ

(normalize) กลาวคือ 
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จะได                                      
L

A 2
=                                                         (15) 

 

เมื่อแทนลงในสมการ (12)  จะได                               
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และนี่คือ ฟงกชันคลื่นสาํหรบัอนุภาคในกลองหรือบอศักยจัตุรัสลึกอนันต  
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